Le lemme fondamental pond\'er\'e pour le groupe m\'etaplectique by Li, Wen-Wei
ar
X
iv
:1
00
6.
47
80
v1
  [
ma
th.
RT
]  
24
 Ju
n 2
01
0
Le lemme fondamental ponde´re´ pour le groupe me´taplectique
Wen-Wei Li
Re´sume´
Dans cet article, on e´nonce une variante du lemme fondamental ponde´re´ d’Arthur pour
le groupe me´taplectique de Weil, qui sera un ingre´dient indispensable de la stabilisation de
la formule des traces. Pour un corps de caracte´ristique re´siduelle suffisamment grande, on
en donne une de´monstration a` l’aide de la me´thode de descente, qui est conditionnelle : on
admet le lemme fondamental ponde´re´ non standard sur les alge`bres de Lie. Vu les travaux
de Chaudouard et Laumon, on s’attend a` ce que cette condition soit ulte´rieurement ve´rifie´e.
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1 Introduction
Cet article s’inscrit dans un programme consistant a` stabiliser la formule des traces d’Arthur-
Selberg pour le groupe me´taplectique de Weil, qui est un reveˆtement non alge´brique p :
S˜p(W ) → Sp(W ) du groupe symplectique d’un espace symplectique (W, 〈|〉). Le formalisme
de l’endoscopie elliptique est de´ja` adapte´ a` ce reveˆtement dans [11], et les conjectures a` la
Langlands-Shelstad, a` savoir le transfert et le lemme fondamental pour les unite´s, sont aussi
prouve´es. Ne´anmoins, pour stabiliser toute la formule des traces, Arthur [5] a aussi besoin d’une
ge´ne´ralisation sophistique´e du lemme fondamental en presque toute place non archime´dienne,
dite le lemme fondamental ponde´re´. L’objectif de cet article est de formuler puis prouver une
variante du lemme fondamental ponde´re´ pour les groupes me´taplectiques. La preuve est condi-
tionnelle lorsque dimW > 2 : on admet le lemme fondamental ponde´re´ non standard sur les
alge`bres de Lie 5.3.1.
Fixons un corps local F de caracte´ristique nulle et un caracte`re unitaire non trivial ψ : F →
C×. Soient G = Sp(W ) et p : G˜ = S˜p(W )→ G(F ) le reveˆtement me´taplectique de´termine´ par
ψ. Tout d’abord, il faut e´tudier les sous-groupes de Le´vi de G˜, ou plus pre´cise´ment les fibres de p
au-dessus des sous-groupes de Le´vi de G. Dans [11], on a choisi de travailler avec les reveˆtements
me´taplectiques tels que Ker (p) = 8 := {ε ∈ C
× : ε8 = 1}. Graˆce a` ce choix, les Le´vi ont une
forme tre`s simple comme suit : M˜ =
∏
i∈I GL(ni) × S˜p(W
♭), et cela introduit une structure
de re´currence pour l’e´tude des groupes me´taplectiques. De tels reveˆtements p : M˜ → M(F )
s’appellent les groupes de type me´taplectique. On de´finit les donne´es endoscopiques elliptiques
de M˜ par composantes, de la fac¸on e´vidente : en la composante S˜p(W ♭), on l’a de´ja` de´fini en
[11] ; en les composantes GL(ni) elles sont tautologiques. Ensuite, on peut de´finir les donne´es
endoscopiques pour G˜ comme les donne´es endoscopiques elliptiques d’un Le´vi, pour l’essentiel
(voir 3.1.8), comme dans le cas de groupes re´ductifs.
En fait, on de´finira les donne´es endoscopiques de G˜ en termes du groupe dual
̂˜
G := Sp(2n,C)
muni de l’action galoisienne triviale, ou` 2n = dimF W , a` l’instar de Langlands-Shelstad [10].
Or le roˆle du centre Z ̂˜
G
, qui fournit des syme´tries de donne´es endoscopiques dans le cas de
groupes re´ductifs, est remplace´ par Z0
̂˜
G
:= {1}. On conserve ce symbole non trivial pour {1}
afin de signaler l’analogie et d’indiquer la ge´ne´ralisation aux groupes de type me´taplectique : si
M˜ =
∏
i∈I GL(ni)× S˜p(W
♭), 2m = dimF W
♭, alors on pose
̂˜
M :=
∏
i∈I
GL(ni,C)× Sp(2m,C),
Z0
̂˜
M
=
∏
i∈I
C× × {1}.
Maintenant, supposons que F est non archime´dien de caracte´ristique re´siduelle p suffisam-
ment grande par rapport a` G, et que ψ est de conducteur oF . Pour G˜, M˜ comme ci-dessus,
fixons une donne´e endoscopique elliptique s0 pour M˜ , qui donne un groupe endoscopique M
! et
une correspondance de classes de conjugaison ge´ome´triques semi-simples. On sait aussi de´finir le
facteur de transfert ∆ dans ce cadre. Soit K un sous-groupe hyperspe´cial de G(F ) associe´ a` un
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re´seau autodual dans (W, 〈|〉) en bonne position relativement a` M , alors ∆ et K sont adapte´s
au sens de [11] 5.15. On sait de´finir les inte´grales orbitales ponde´re´es non ramifie´es rG˜
M˜,K
(·)
en les e´le´ments re´guliers de G˜. L’inte´grale orbitale ponde´re´e endoscopique est de´finie de fac¸on
habituelle
rG˜M !,K(γ) :=
∑
δ∈M(F )/conj
∆(γ, δ˜)rG˜
M˜,K
(δ˜), γ ∈M !G−reg(F ).
Suivant Arthur, on de´finit un ensemble fini EM !(G˜) qui indexe des donne´es endoscopiques
elliptiques pour G˜ “couvrant” s0, avec des multiplicite´s. Soit s ∈ EM !(G˜), on note le groupe
endoscopique par G[s]. On re´capitule la situation par le diagramme
G[s]
endo.ell.
s
______ G˜
M !
endo.ell.
s0
______
?
Le´vi
OO
M˜
?
Le´vi
OO
ou` les plongements de sous-groupes de Le´vi sont uniques a` conjugaison pre`s.
C’est une partie du lemme fondamental ponde´re´ pour les groupes re´ductifs connexes, prouve´
par Chaudouard et Laumon [7, 8] en e´tendant la me´thode de Ngoˆ, que l’on peut de´finir les
“fonctions stabilise´es” s
G[s]
M !
: M !G[s]−reg(F )→ C
×, qui ge´ne´ralisent les inte´grales orbitales stables
de la fonction caracte´ristique d’un hyperspe´cial. En reprenant le formalisme d’Arthur [5], le
lemme fondamental ponde´re´ me´taplectique 4.2.1 est l’e´galite´
rG˜M !,K(γ) =
∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s])s
G[s]
M !
(γ[s]),
ou`
– iM !(G˜,G[s]) sont des coefficients de´finis dans (4) ;
– γ[s] := γ · z[s], ou` z[s] est un e´le´ment d’ordre deux et central dans M !(F ) de´fini dans
3.3.3.
L’apparition de la “torsion” γ 7→ γ[s] est plus curieuse. On peut penser qu’elle refle`te la
diffe´rence entre la correspondance de classes par “Le´vi d’un groupe endoscopique” et celle par
“groupe endoscopique d’un Le´vi” (voir 3.3.4). D’ailleurs, la de´monstration ne marche pas sans
cette torsion car elle rend des commutants corrects dans la proce´dure de descente.
Me´thodologie L’ide´e de base est la me´thode de descente de Harish-Chandra : on prouve
l’e´galite´ cherche´e pour γ au voisinage d’un e´le´ment semi-simple ǫ ∈M !(F ) tel queM !ǫ est quasi-
de´ploye´. La me´thode est modele´e sur la de´monstration du lemme fondamental ponde´re´ tordu
par Waldspurger [13]. Ainsi, on transforme rG˜
M !,K
(γ) en une combinaison line´aire des inte´grales
orbitales ponde´re´es endoscopiques sur les alge`bres de Lie. L’autre coˆte´ est transforme´ en une
combinaison line´aire des fonctions stabilise´es sur les alge`bres de Lie. On compare les deux a`
l’aide de
– le lemme fondamental ponde´re´ sur les alge`bres de Lie, ce qui est prouve´ par Chaudouard
et Laumon [7, 8] dans le cas de caracte´ristique positive, auquel le cas de caracte´ristique
nulle se re´duit d’apre`s [14].
– le lemme fondamental ponde´re´ non standard, qui reste conjectural a` l’heure ou` cet article
est e´crit ; or on s’attend a` ce que la me´thode de Chaudouard et Laumon s’y applique
e´galement.
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Deux autres ingre´dients sont aussi cruciaux : l’identification des commutants et la descente
du facteur de transfert. Heureusement les re´sultats dans [11] sont encore applicables. Enfin, on
se rame`ne a` une comparaison des coefficients. Cela fait l’objet du yoga du §8.2, dont la preuve
s’inspire de celle d’Arthur [4].
Remarquons en passant que notre re´sultat n’est pas conditionnel si dimW = 2 : le lemme
fondamental ponde´re´ non standard qui y intervient peut eˆtre ve´rifie´ a` la main.
Organisation de cet article Apre`s un court rappel de conventions et notations dans le §2,
nous de´finirons les donne´es endoscopiques dans le §3. Les cas qui nous occupent sont (1) G˜
un groupe me´taplectique et s une donne´e endoscopique quelconque pour G˜ ; (2) M˜ de type
me´taplectique et s0 une donne´e endoscopique elliptique pour M˜ . On peut aussi conside´rer le
cas le plus ge´ne´ral ; on peut meˆme de´duire le transfert et le lemme fondamental non ponde´re´
pour les donne´es endoscopiques non elliptiques. Comme ceux-la` ne sont pas les propos de cet
article, tous sont laisse´s au lecteur.
Signalons aussi que le corps F et le caracte`re ψ n’interviennent pas dans les de´finitions
de donne´es endoscopiques et d’ellipticite´. Ces notions ont donc un sens pour tout F local de
caracte´ristique nulle ou un corps de nombres. Les facteurs de transfert peuvent eˆtre de´finis pour
tout F local de caracte´ristique nulle.
Dans le §4, nous commenc¸ons a` supposer que F est non archime´dien de caracte´ristique
re´siduelle suffisamment grande par rapport a` G et ψ est de conducteur oF . Le lemme fonda-
mental ponde´re´ y est e´nonce´. La` encore, c’est possible de le ge´ne´raliser au cas de groupes de
type me´taplectique. Dans le §5, nous rappellerons les de´finitions de l’endoscopie et le lemme
fondamental ponde´re´ (standard et non standard) sur les alge`bres de Lie. Il y aura aussi des
calculs du coefficient qui apparaissent dans le lemme fondamental ponde´re´ non standard.
Dans le §6, nous e´tudierons la situation apre`s la descente. Il faut identifier des commutants
connexes a` certains groupes endoscopiques, a` l’ope´ration 6.1.1 pre`s qui remplace les facteurs
SO impairs par Sp. On l’a traite´ dans [11], mais ici la situation se complique a` cause d’une
construction d’Arthur.
L’argument dans [13] est repris dans le §7. Graˆce a` la descente et aux divers lemmes fon-
damentaux ponde´re´s sur les alge`bres de Lie, les deux coˆte´s de l’e´galite´ du lemme fondamental
ponde´re´ sont transforme´s en des combinaisons line´raires des fonctions stabilise´es sur les alge`bres
de Lie. On en introduira un ensemble d’indices E♮. Dans le §8, il sera de´montre´ que les coeffi-
cients pour les deux coˆte´s co¨ıncident comme fonctions de´finies sur E♮, d’ou` le lemme fondamental
ponde´re´.
Remerciements J’ai l’agre´able devoir de remercier Jean-Loup Waldspurger pour ses re-
marques tre`s pertinentes et pour sa lecture attentive du manuscrit.
2 Notations et conventions
Les groupes me´taplectiques Soient F un corps local de caracte´ristique nulle et ψ : F → C×
un caracte`re unitaire non trivial. Nous conservons les notations de [11]. En particulier, soit
(W, 〈|〉) un F -espace symplectique de dimension 2n, notons G := Sp(W ) le groupe symplectique
et p : G˜ = S˜p(W ) → G(F ) le reveˆtement me´taplectique a` huit feuillets, i.e. Ker (p) = 8 =
{ε ∈ C× : ε8 = 1}. Si M ⊂ G est un sous-groupe de Le´vi, nous noterons M˜ := p−1(M(F )) et
p : M˜ → M(F ) le reveˆtement ainsi induit. Toute construction des objets dits me´taplectiques
dans cet article de´pendra du choix ψ.
Soit n ∈ Z≥0, le symbole SO(2n + 1) de´signe toujours le groupe orthogonal spe´cial impair
de´ploye´.
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Groupes re´ductifs Soient S un sche´ma et M un S-sche´ma en groupes raisonnable (voir
[1] Expose´ VIB §3), on note M
0 sa composante neutre. Soient F un corps et M un F -groupe
re´ductif connexe. Les normalisateurs (resp. commutants, commutants connexes) dans M sont
note´s NM (·) (resp. ZM (·), ZM (·)
0). Le centre (resp. centre connexe) de M est note´ ZM (resp.
Z0M ). Si m ∈M(F ), on e´crit aussi M
m := ZM (m) et Mm := ZM (m)
0. La classe de conjugaison
de m dans M(F ) est note´e OM (m). L’ensemble des classes de conjugaison ge´ome´triques semi-
simples dans M rencontrant M(F ) est note´ C ge´oss (M(F )).
Soit T un F -tore, notons X∗(T ) := Hom(Gm, T ) ; il est en dualite´ avec X
∗(T ). Lorsqu’il y
en a besoin d’indiquer le corps de base, on les notera X∗(T )F et X
∗(T )F .. Notons X
∗(M) :=
Hom(M,Gm) et aM := Hom(X
∗(M),R). Il y en a une autre interpre´tation : notons AM le plus
grand F -tore de´ploye´ dans ZM , alors la restriction X
∗(M)→ X∗(AM ) induit un isomorphisme
X∗(AM )⊗Z R
∼
→ aM .
Soient G un F -groupe re´ductif connexe et M un sous-groupe de Le´vi. L’ensemble des sous-
groupes de Le´vi de G contenant M est de´signe´ par LG(M). On de´signe par PG(M) l’ensemble
des sous-groupes paraboliques de G ayant M comme composante de Le´vi. On pose WG(M) :=
NG(M)(F )/M(F ).
On a la restriction X∗(G)→ X∗(M) ainsi que l’inclusion AG →֒ AM . Ces deux applications
induisent une suite exacte courte WG(M)-e´quivariante, scinde´e canoniquement
0→ aG → aM ⇆ a
G
M → 0.
Le reveˆtement simplement connexe du groupe de´rive´ de G est note´ π : GSC → G ; on note
Msc := π
−1(M).
Soit E une F -alge`bre commutative de dimension finie. Soit G un E-groupe. Par abus de
notation, on omet la restriction des scalaires relativement a` E/F et on regarde G comme un
F -groupe.
Corps locaux, la de´composition de Jordan topologique Soit F un corps local, le groupe
de Galois absolu est note´ ΓF et le groupe de Weil absolu est note´ WF . Si F est non archime´dien,
le sous-groupe d’inertie deWF est note´ IF ; on note oF l’anneau des entiers de F et pF son ide´al
maximal.
Supposons F non archime´dien de caracte´ristique re´siduelle p. Soit G un F -groupe re´ductif
connexe. On dira que p est suffisamment grand par rapport a` G si la minoration [12] 4.4 (H1)
est satisfaite et p > 2. Dans ce cas-la`, on peut de´finir les e´le´ments topologiquement unipotents
(resp. nilpotents) dans G(F ) (resp. dans g(F )). L’exponentielle de´finit un home´omorphisme
de l’espace des e´le´ments topologiquement nilpotents sur celui des e´le´ments topologiquement
unipotents (voir [12] 4.3 et appendice B).
Un e´le´ment x ∈ G(F ) est dit compact si le sous-groupe engendre´ par x est d’adhe´rence
compacte. Un tel e´le´ment x ∈ G(F ) admet une unique de´composition de Jordan x = xtuxp′ =
xp′xtu, ou` xp′ est d’ordre fini premier a` p et xtu est topologiquement unipotent. Il existe un
unique X ∈ g(F ), qui est topologiquement nilpotent, tel que exp(X) = xtu. De plus, xtu et xp′
appartiennent a` l’adhe´rence du sous-groupe engendre´ par x.
L-groupes Pour les groupes alge´briques complexes, on confond syste´matiquement le sche´ma
en groupe et la varie´te´ forme´e de ses C-points. Une donne´e de L-groupe pour un F -groupe
re´ductif connexe M signifie les donne´es suivantes
– un torseur inte´rieur φ : M ×F F¯
∼
→ M∗ ×F F¯ , ou` M
∗ est un F -groupe re´ductif quasi-
de´ploye´ ;
– une paire de Borel (T ∗, B∗) de M∗ de´finie sur F ;
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– un C-groupe re´ductif Mˆ muni d’une paire de Borel (Tˆ , Bˆ) ;
– une action ρ de ΓF sur Mˆ qui laisse (Tˆ , Bˆ) invariante.
– un isomorphisme ΓF -e´quivariant entre les donne´es radicielles base´es Ψ(M
∗, T ∗, B∗)∨
∼
→
Ψ(Mˆ, Tˆ , Bˆ), ou` Ψ(· · · )∨ de´signe le dual.
C’est possible de rigidifier certains de ces choix en fixant des F -e´pinglages ; nous ne le faisons
pas dans cet article. Il existe toujours une donne´e de L-groupe pour M , ce que l’on fixe. On
introduit ainsi le L-groupe LM := Mˆ ⋊WF .
Supposons maintenant que M est un sous-groupe de Le´vi de G. Fixons P0 ∈ P
G(M). On
dira que les donne´es de L-groupes pour G et M sont compatibles si elles ve´rifient les conditions
suivantes :
– le torseur inte´rieur φ : G → G∗ se restreint en celui pour M , disons φ|M : M → M
∗, tel
que P ∗0 := φ(P0) est de´fini sur F ;
– notons (T ∗, (BM )∗) la paire de Borel pour M∗, la paire de Borel pour G∗ est (T ∗, B∗) ou`
B∗ est l’unique sous-groupe de Borel tel que (BM )∗ ⊂ B∗ ⊂ P ∗0 ;
– Mˆ ⊂ Gˆ, les actions galoisiennes e´tant compatibles ;
– notons (Tˆ , BˆM ) la paire de Borel pour Mˆ , la paire de Borel pour Gˆ est de la forme (Tˆ , Bˆ) ;
– a` P ∗0 est associe´ l’ensemble de ses racines simples ∆P ∗0 qui correspond par dualite´ a` l’en-
semble ∆Pˆ0 , ou` Pˆ0 ∈ P
Gˆ(Mˆ), tel que BˆM ⊂ Bˆ ⊂ Pˆ0 ;
– les isomorphismes Ψ(M∗, T ∗, (BM )∗)∨
∼
→ Ψ(Mˆ , Tˆ , BˆM ) et Ψ(G∗, T ∗, B∗)∨
∼
→ Ψ(Gˆ, Tˆ , Bˆ)
sont compatibles.
De tels choix sont possibles. Ces choix induisent une inclusion canonique LM →֒ LG. Cela
permet aussi de de´finir une application injective LG(M) → LGˆ(Mˆ). Son image consiste des
Lˆ ∈ LGˆ(Mˆ) tels qu’il existe Pˆ ∈ PGˆ(Lˆ) tels que Lˆ et Pˆ sont tous ΓF -stables. Cf. [4] §1.
3 Endoscopie me´taplectique
Le corps local F et le caracte`re ψ : F → C× sont fixe´s dans cette section.
3.1 Donne´es endoscopiques
Soit (W, 〈|〉) un F -espace symplectique de dimension 2n, n ∈ Z≥0. Posons G := Sp(W ). Un
sous-groupe de Le´vi M correspond a` des sous-espaces de W
(ℓi, ℓi)i∈I ,W
♭
ou`
– I est un ensemble fini ;
– pour tout i, (ℓi ⊕ ℓi, 〈|〉) est un F -espace symplectique dont ℓ
i et ℓi sont des lagrangiens ;
– (W ♭, 〈|〉) est un F -espace symplectique ;
– on a une somme directe orthogonale W =
⊕
i∈I(ℓ
i ⊕ ℓi)⊕W
♭.
Posons ni := dim ℓi, alors
M =
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(W
♭).
Les sous-groupes de Le´vi de G sont ainsi parame´tre´s, a` conjugaison par G(F ) pre`s, par les
donne´es (I, (ni)i∈I) ou`
– I est un ensemble fini,
– (ni)i∈I ∈ Z
I
≥1 a` permutation pre`s,
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telles que m := n−
∑
i∈I ni ≥ 0.
Fixons un sous-groupe de Le´vi M associe´ a` la suite de sous-espaces comme pre´ce´demment.
Soit p : G˜ → G(F ) le reveˆtement me´taplectique, alors (voir [11] §5.4) p : M˜ → M(F ) est
canoniquement isomorphe au reveˆtement
M˜ =
∏
i∈I
GL(ni)× S˜p(W
♭)
(id,p)
−−−→
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(W
♭), (1)
ou` la restriction de p a` la composante S˜p(W ♭) est encore note´e par p. Remarquons que, tandis
que le choix des espaces symplectiques (W ♭, 〈|〉), (W, 〈|〉) n’affecte pas les groupes a` isomorphisme
pre`s pourvu qu’ils aient les bonnes dimensions, il affecte les plongements M →֒ G et M˜ →֒ G˜.
Par ailleurs, selon [11], les candidats de sous-groupes hyperspe´ciaux et de facteurs de transfert
de´pendent aussi de la forme symplectique. S’il n’y a pas de telles de´pendances a` craindre, on
e´crira G = Sp(2n) et G˜ = S˜p(2n), idem pour M,M˜ .
De´finition 3.1.1. Les reveˆtements p : M˜ →M(F ) de la forme (1) sont dits de type me´taplectique.
Par abus de notation, on dit aussi que M˜ est un groupe de type me´taplectique. Ici c’est sous-
entendu que l’on a choisi (W ♭, 〈|〉).
Si p : L˜ → L(F ) est de type me´taplectique et M ⊂ L est un sous-groupe de Le´vi, alors
la restriction p : M˜ → M(F ) est aussi de type me´taplectique de fac¸on e´vidente. On dit aussi
que M˜ est un sous-groupe de Le´vi de L˜. Les notions de distributions spe´cifiques et de fonctions
anti-spe´cifiques (cf. [11] §2.1) s’adaptent a` ce cadre sans difficulte´.
Rappelons que le dual de Langlands de GL(n) est le groupe complexe GL(n,C) et celui de
SO(2n + 1) est Sp(2n,C), tous munis de l’action galoisienne triviale. La de´finition ci-dessous
refle`te l’analogie entre S˜p(W ) et SO(2n+ 1).
De´finition 3.1.2. Soit M˜ =
∏
i∈I GL(ni) × S˜p(W
♭) un groupe de type me´taplectique avec
dimW ♭ = 2m. Posons ̂˜
M :=
∏
i∈I
GL(ni,C)× Sp(2m,C),
Z0
̂˜
M
=
∏
i∈I
C× × {1},
ou` on identifie C× au centre de GL(ni,C) pour chaque i ∈ I. Il y a une bijection naturelle
entre les classes de conjugaison des sous-groupes de Le´vi de
̂˜
M et celles de M . Munissons
̂˜
M de
l’action triviale de ΓF .
Donnons une de´finition ad hoc des donne´es endoscopiques de M˜ ; une interpre´tation plus
naturelle sera donne´e dans 3.1.8.
De´finition 3.1.3. Avec les notations pre´ce´dentes, une donne´e endoscopique de M˜ est une classe
dans
E(M˜ ) := Z0
̂˜
M
\{s ∈
̂˜
M : s est semi-simple}/conj.
E´crivons s = ((si)i∈I , s
♭). Chaque si de´termine une donne´e endoscopique de GL(ni), a`
laquelle est associe´ le groupe endoscopique M !i . Supposons que les valeurs propres de s
♭ sont
a±11︸︷︷︸
k1 fois
, . . . , a±1r︸︷︷︸
kr fois
, +1︸︷︷︸
2m′ fois
, −1︸︷︷︸
2m′′ fois
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ou` a1, . . . , ar 6= ±1 et ai 6= a
±1
j si i 6= j. De´finissons le groupe endoscopique associe´ comme
M ! :=
∏
i∈I
M !i ×
r∏
j=1
GL(kj)× SO(2m
′ + 1)× SO(2m′′ + 1).
Remarque 3.1.4. Si M˜ =
∏
i∈I GL(ni)×8, i.e. s’il n’y a pas de reveˆtement, alors la de´finition
ci-dessus se re´duit a` l’endoscopie pour le groupe re´ductif connexeM =
∏
i∈I GL(ni). En ge´ne´ral,
on se rame`ne aussitoˆt a` l’e´tude de l’endoscopie pour GL et de l’endoscopie pour S˜p.
De´finition 3.1.5. On dit que s ∈ E(M˜) est elliptique si Ẑ˜
M
(s) (bien de´fini a` conjugaison pre`s)
n’appartient a` aucun sous-groupe de Le´vi propre de
̂˜
M . L’ensemble des donne´es endoscopiques
elliptiques pour M˜ est note´ Eell(M˜ ).
Le re´sultat suivant est imme´diat.
Proposition 3.1.6. Soient M˜ =
∏
i∈I GL(ni)× S˜p(W ) et s = ((si)i∈I , s
♭) ∈ E(M˜ ), alors s est
elliptique si et seulement si si est central dans GL(ni,C) pour chaque i ∈ I et (s
♭)2 = 1. Dans
ce cas-la`, on a
M ! =
∏
i∈I
GL(ni)× SO(2m
′ + 1)× SO(2m′′ + 1), m′ +m′′ = m. (2)
Par conse´quent, Eell(M˜) est en bijection avec {(m
′,m′′) ∈ Z2≥0 : m
′ +m′′ = m} : la multi-
plicite´ de 1 (resp. −1) dans les valeurs propres de s♭ est e´gale a` 2m′ (resp. 2m′′).
Remarque 3.1.7. Pour le cas M˜ = S˜p(W ), on se rame`ne au formalisme pose´ dans [11].
Proposition 3.1.8. Soient L˜ un groupe de type me´taplectique et s ∈ E(L˜). Alors il existe un
sous-groupe de Le´vi M˜ et sM ∈
̂˜
M tels que
– sM de´termine une donne´e endoscopique elliptique pour M˜ dont le groupe endoscopique
M ! est isomorphe a` L! ;
– via l’inclusion
̂˜
M →֒
̂˜
L, sM de´termine la donne´e endoscopique s pour L˜.
Le Le´vi M˜ est unique a` conjugaison pre`s. La donne´e endoscopique elliptique pour M˜ de´termine´e
par sM est unique. On en de´duit une application surjective
E(L˜)→
⊔
M/conj
Eell(M˜ ). (3)
De´monstration. On se rame`ne aussitoˆt aux cas L = GL(n) ou L = Sp(2n). Il suffit de traiter le
deuxie`me cas. Soit s ∈ E(L˜) ; on en prend un repre´sentant dans
̂˜
L, note´ encore par s. Il existe
un Le´vi de
̂˜
L, note´
̂˜
M , tel que l’on peut e´crire
̂˜
M =
∏
i∈I
GL(ni,C)× Sp(2m,C),
s = ((si)i∈I , s
♭) ∈
̂˜
M,
ou`
– les valeurs propres de s♭ ∈ Sp(2m,C) sont ±1 ;
– si ∈ C
× = ZGL(ni,C) et si 6= ±1 pour tout i ;
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– si 6= s
±1
j si i 6= j.
Alors
̂˜
M est unique a` conjugaison pre`s. On prend M˜ un Le´vi de L˜ dual de
̂˜
M et on prend
sM := s. La donne´e endoscopique pour M˜ de´termine´e par sM est elliptique et M
! = L! d’apre`s
3.1.6. Un tel e´le´ment dans Eell(M˜ ) est de´termine´ par la multiplicite´ de +1 (resp. −1) dans les
valeurs propres de la composante en Sp(2m,C) de sM . Or c’est e´gal a` la multiplicite´ de 1 (resp.
−1) dans les valeurs propres de s, d’ou` l’unicite´.
Montrons la surjectivite´ de (3). Fixons une donne´e endoscopique dans Eell(M˜) de´termine´e
par un e´le´ment sM ∈
̂˜
M . On peut prendre s = sM t ou` t ∈ Z
0
̂˜
M
est en position ge´ne´rale de sorte
que s ve´rifie les conditions pre´ce´dentes relativement a` M˜ . La surjectivite´ s’ensuit.
Remarquons que
̂˜
M admet la description comme le commutant dans
̂˜
L du centre connexe de
Ẑ˜
L
(s). La the´orie que nous e´laborerons ne de´pend que de l’image de s sous (3), pour l’essentiel.
Soient L˜, M˜ ,M ! comme ci-dessus. Comme dans l’endoscopie de groupes re´ductifs connexes,
on a
aL →֒ aM
∼
→ aM ! = aL! .
Une donne´e endoscopique pour L˜ est elliptique si et seulement si aL!
∼
→ aL via ces applications.
Paralle`lement, on a des inclusions
Z0̂˜
L
→֒ Z0
̂˜
M
→֒ ZΓF
M̂ !
= ZΓF
L̂!
.
3.2 Correspondance des classes ge´ome´triques semi-simples
Fixons L˜ un groupe de type me´taplectique. Soient s ∈ E(L˜) et L! le groupe endoscopique
associe´. Notre but est de de´finir une application
µ : C ge´oss (L
!(F ))→ C ge´oss (L(F )).
D’apre`s 3.1.8, il existe un sous-groupe de Le´vi M˜ tel que s induit une donne´e endoscopique
elliptique de M˜ et M ! = L!. On sait de´finir une application C ge´oss (M !(F ))→ C
ge´o
ss (M(F )) ; en ef-
fet, selon (2), l’endoscopie est tautologique en les composantes GL et c’est la situation conside´re´e
dans [11] en la composante Sp, pour laquelle une application µ des classes ge´ome´triques semi-
simples est de´ja` de´finie. Rappelons-la brie`vement.
Supposons momentane´ment que M˜ := S˜p(W ♭), le groupe endoscopique elliptique de M˜
associe´ a` la paire (m′,m′′) est M ! = SO(2m′ + 1) × SO(2m′′ + 1). Soit γ = (γ′, γ′′) ∈ M !(F )
semi-simple ayant valeurs propres
a′1, . . . , a
′
n′ , 1, (a
′
n′)
−1, . . . , (a′1)
−1︸ ︷︷ ︸
provenant de γ′
, a′′1 , . . . , a
′′
n′′ , 1, (a
′′
n′′)
−1, . . . , (a′′1)
−1︸ ︷︷ ︸
provenant de γ′′
.
On dit que δ ∈M(F ) correspond a` γ s’il est semi-simple avec valeurs propres
a′1, . . . , a
′
n′ , (a
′
n′)
−1, . . . , (a′1)
−1,−a′′1, . . . ,−a
′′
n′′ ,−(a
′′
n′′)
−1, . . . ,−(a′′1)
−1.
On en de´duit une application C ge´oss (M !(F ))→ C
ge´o
ss (M(F )). Le cas ou` M˜ est de type me´taplectique
s’ensuit.
Composons C ge´oss (M !(F ))→ C
ge´o
ss (M(F )) avec l’application canonique C
ge´o
ss (M(F ))→ C
ge´o
ss (L(F )),
on obtient µ. On re´capitule la situation par le diagramme suivant.
L˜
M !
endo.ell. ______ M˜
?
Le´vi
OO
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On dit que γ ∈ L!(F )ss et δ ∈ L(F )ss se correspondent si leurs classes ge´ome´triques se
correspondent via µ.
Proposition 3.2.1. Supposons que δ ∈ L(F )ss et γ ∈ L
!(F )ss se correspondent. Si δ est
re´gulier, alors δ et γ sont tous fortement re´guliers et on a
L!γ ≃ Lδ.
De´monstration. Dans L, re´gulier implique fortement re´gulier et on se rame`ne au cas ou` L! est
un groupe endoscopique elliptique pour L˜. On se rame`ne ensuite au cas L me´taplectique qui est
traite´ dans [11].
Remarque 3.2.2. Jusqu’a` maintenant, nos de´finitions ont peu a` faire avec le corps F et le
reveˆtement n’y intervient pas. Donc on peut aussi de´finir les donne´es endoscopiques, la no-
tion d’ellipticite´ et la correspondance ci-dessus dans le cas ou` F est un corps global. Nous ne
l’utiliserons pas dans cet article.
Supposons maintenant M˜ de type me´taplectique, s ∈ Eell(M˜) et M
! est le groupe endosco-
pique elliptique associe´. Nous allons de´finir le facteur de transfert. E´crivons
M˜ =
∏
i∈I
GL(ni)× S˜p(W
♭),
M ! =
∏
i∈I
GL(ni)× SO(2m
′ + 1)× SO(2m′′ + 1).
Soient γ ∈M !(F )M-reg, δ ∈M(F )reg qui se correspondent. On isole les composantes dans GL(ni)
en les e´crivant comme γ = ((γi)i∈I , γ
′, γ′′) et δ = ((δi)i∈I , δ
♭). Alors γ♭ := (γ′, γ′′) et δ♭ sont
re´guliers et ils se correspondent pour l’endoscopie elliptique associe´e a` la paire (m′,m′′). On
applique la the´orie de [11].
De´finition 3.2.3. Soient δ, γ comme ci-dessus. Soit δ˜ = ((δi)i∈I , δ˜
♭) ∈ p−1(δ), on de´finit le
facteur de transfert par
∆(γ, δ˜) = ∆M !,M˜(γ, δ˜) := ∆(γ
♭, δ˜♭).
Si δ ∈ M(F ) et γ ∈ M !(F ) ne se correspondent pas, on pose ∆(γ, δ˜) = 0 pour tout
δ˜♭) ∈ p−1(δ).
Ce facteur ve´rifie toutes les proprie´te´s e´nume´re´es dans [11] §1. En particulier, il ne de´pend
que de la classe de conjugaison ge´ome´trique de γ et la classe de conjugaison de δ˜ ; on a aussi
∆(γ, εδ˜) = ε∆(γ, δ˜) pour tout ε ∈ 8.
On dit que γ ∈M !(F )ss est L-re´gulier s’il correspond a` un e´le´ment δ ∈M(F ) qui est re´gulier
dans L(F ). On note la sous-varie´te´ ouverte des e´le´ments L-re´guliers par M !L−reg, c’est inclus
dans M !M−reg.
Remarque 3.2.4. On peut e´tendre 3.2.3 au cas des donne´es endoscopiques non elliptiques d’un
groupe me´taplectique. Soit γ ∈M !L−reg(F ). Notons Ξ
M [γ] l’ensemble des classes de conjugaison
dans M(F ) qui correspondent a` γ, et ΞL[γ] la variante pour L au lieu de M . C’est bien connu
(eg. [13] 5.4 (4)) que l’application naturelle ΞM [γ] → ΞL[γ] est bijective. Pour tout δ˜ ∈ G˜ tel
que δ correspondant a` γ, on peut choisir un conjugue´ δM ∈ M(F ) ; alors δ˜ est conjugue´ a` un
e´le´ment δ˜M ∈ M˜ . Posons
∆(γ, δ˜) := ∆(γ, δ˜M )
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en utilisant le cas elliptique 3.2.3. Montrons qu’il est bien de´fini. Soient δ˜1M , δ˜
2
M deux choix
comme ci-dessus. Il existe alors x, y ∈ L(F ) tels que xδ˜x−1 = δ˜1M , yδ˜y
−1 = δ˜2M . On sait aussi
qu’il existem ∈M(F ) tel quemδ1Mm
−1 = δ2M . Donc l’action adjointe parm
−1yx−1 pre´serve δ1M .
Rappelons que deux e´le´ments dans un groupe de type me´taplectique commutent si et seulement
si leurs images par le reveˆtement commutent. Il en re´sulte que m−1yx−1 centralise δ˜1M , d’ou`
mδ˜1Mm
−1 = δ˜2M et
∆(γ, δ˜1M ) = ∆(γ, δ˜
2
M ).
3.3 L’ensemble EM !(G˜)
Prenons de´sormais G˜ = S˜p(W ) et M˜ un sous-groupe de Le´vi de la forme M˜ =
∏
i∈I GL(ni)×
S˜p(W ♭). Supposons choisis P0 ∈ P(M), des paires de Borel (T,B
M ) et (T,B) de´finies sur F
pour M et G, respectivement, telles que BM ⊂ B ⊂ P0 (cf. §2). En particulier, M est un Le´vi
standard de G pour ces choix.
Fixons toujours s0 ∈ Eell(M˜ ) et le groupe endoscopique elliptique associe´ M
!. On prend un
repre´sentant dans
̂˜
M de la classe s0 et on le note abusivement par le meˆme symbole s0. E´crivons
s0 = ((s0,i)i∈I , s
♭
0) selon la de´composition
̂˜
M =
∏
i∈I GL(ni,C)× Sp(2m,C).
De´finition 3.3.1. Posons
EM !(G˜) := {s ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0̂˜
G
: (la classe de s) ∈ Eell(G˜)}.
C’est sous-entendu que cet ensemble de´pend de s0, non seulement du groupe M
!.
Lemme 3.3.2. On a |EM !(G˜)| = 2
|I|.
De´monstration. La donne´e endoscopique e´tant elliptique, on a s0,i ∈ C
× pour tout i ∈ I. On
peut prendre un repre´sentant de s0 tel que s0,i = 1 pour tout i ∈ I. Alors
EM !(G˜) = {((si)i∈I , s
♭
0) ∈
̂˜
M : si = ±1}
d’apre`s 3.1.6, d’ou` l’assertion.
Soit s ∈ EM !(G˜), il fournit un groupe endoscopique elliptique pour G˜, note´ G[s] dans ce
contexte. E´crivons s = ((si)i, s
♭
0) avec si = ±1 comme dans la preuve de 3.3.2 et posons
I ′ := {i ∈ I : si = +1},
I ′′ := {i ∈ I : si = −1},
n′ := m′ +
∑
i∈I′
ni,
n′′ := m′′ +
∑
i∈I′′
ni.
Alors n′ + n′′ = n et s est la donne´e endoscopique elliptique de G˜ associe´e a` la paire (n′, n′′).
Donc on a G[s] = SO(2n′ + 1) × SO(2n′′ + 1). D’autre part, on peut plonger M ! dans G[s] de
la fac¸on suivante :
∏
i∈I′ GL(ni) × SO(2m
′ + 1) (resp.
∏
i∈I′′ GL(ni)× SO(2m
′′ + 1)) se plonge
dans SO(2n′+1) (resp. SO(2n′′+1)) comme un sous-groupe de Le´vi. Ce plongement est unique
a` conjugaison pre`s par G[s](F ). On re´capitule la situation par le diagramme suivant.
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G[s]
endo.ell. ______ G˜
M !
?
Le´vi
OO
endo.ell. ______ M˜
?
Le´vi
OO
Dans cette situation, le Le´vi M de G correspond a` la paire (G[s],M !) au sens de [11] §5.4.
On peut regarder M ! de deux manie`res : un groupe endoscopique elliptique du Le´vi M˜ de G˜, ou
un Le´vi du groupe endoscopique elliptique G[s] de G˜. Au contraire du cas des groupes re´ductifs,
il y une diffe´rence comme suit.
De´finition 3.3.3. Soit s ∈ EM !(G˜). Posons z[s] := ((zi)i∈I , 1) ∈ ZM !(F ) ou` zi = +1 (resp.
−1) si i ∈ I ′ (resp. si i ∈ I ′′). C’est contenu dans tout sous-groupe hyperspe´cial de M !(F ).
Soit γ ∈ M !(F ) , posons γ[s] := z[s]γ. Signalons aussi que l’on peut translater une classe de
conjugaison dans M !(F ) par l’e´le´ment central z[s].
Cette de´finition se ge´ne´ralise imme´diatement au cas G˜ de type me´taplectique et s ∈ EM !(G˜) :
les facteurs GL supple´mentaires de G˜ n’y interviennent pas.
Plus ge´ne´ralement, soit s ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
. Alors il existe un sous-groupe de Le´vi L˜ de G˜ conte-
nant M˜ , tel que s ∈ EM !(L˜). On de´finit z[s] ∈ ZM !(F ) et l’application γ 7→ γ[s] = z[s]γ sur
M !(F ) par re´fe´rence a` L˜.
Proposition 3.3.4. Notons µ1 : C
ge´o
ss (M !(F )) → C
ge´o
ss (G(F )) le compose´ de Css(M
!(F )) →
Css(G[s](F )) (induit par l’inclusion) avec µ : Css(G[s](F )) → Css(G(F )) (induit par l’endoscopie
de´termine´e par s). Alors
µ1(O) = µ(z[s] · O)
pour tout O ∈ C ge´oss (M !(F )).
De´monstration. C’est clair d’apre`s la de´finition de µ.
Notons qu’il y a une inclusion canonique WG[s](M !) →֒ WG(M). En effet, notons S±(I)
le produit semi-direct S(I) ⋉ (Z/2Z)I , ou` S(I) est le groupe syme´trique ope´rant sur I. Alors
WG(M) s’identifie a` S±(I), tandis que WG[s](M !) s’identifie a` S±(I ′)×S±(I ′′).
Le re´sultat suivant est alors imme´diat.
Proposition 3.3.5. L’isomorphisme aM !
∼
→ aM est e´quivariante par rapport a` W
G[s](M !) →֒
WG(M).
Proposition 3.3.6. De´signons par ∆M !,M˜ et ∆G[s],G˜ les facteurs de transfert associe´s aux
donne´es s0 et s, respectivement. Soient γ ∈M
!(F )G−reg et δ ∈M(F )G−reg qui se correspondent.
Pour tout δ˜ ∈ p−1(δ), on a
∆M !,M˜(γ, δ˜) = ∆G[s],G˜(γ[s], δ˜).
De´monstration. Adoptons la notation dans 3.2.3. D’apre`s la descente parabolique de ∆G[s],G˜
[11] 5.18, applique´e en (γ[s], δ˜), on a
∆G[s],G˜(γ[s], δ˜) = ∆SO(2m′+1)×SO(2m′′+1),S˜p(W ♭)(γ
♭, δ˜♭).
Or c’est exactement la de´finition de ∆M !,M˜(γ, δ˜).
Remarque 3.3.7. Cette proprie´te´ et 3.3.4 permettent d’e´tendre le transfert (vrai pour tout
corps local F de caracte´ristique nulle) et le lemme fondamental non ponde´re´ aux donne´es en-
doscopiques non elliptiques de G˜ ; le facteur de transfert e´tant celui de´fini dans 3.2.4. En effet,
on le re´duit de fac¸on usuelle au transfert (resp. au lemme fondamental) elliptique suivi par une
descente parabolique des inte´grales orbitales. Les de´tails sont laisse´s au lecteur.
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4 Inte´grales orbitales ponde´re´es endoscopiques et les fonctions
stabilise´es
Dans cette section, F est une extension finie de Qp. Posons toujours G˜ := S˜p(W ). Supposons
que
– ψ|oF = 1, ψ|p−1F
non trivial ;
– p est suffisamment grand par rapport a` G.
Fixons aussi un Le´vi M˜ de G˜ associe´ a` la donne´e de sous-espaces ((ℓi, ℓ
i)i∈I ,W
♭), posons ni :=
dim ℓi pour tout i ∈ I, alors M est de la forme
M˜ =
∏
i∈I
GL(ni)× S˜p(W
♭).
Posons 2m = dimF W
♭.
4.1 Inte´grales orbitales ponde´re´es non ramifie´es anti-spe´cifiques
Fixons un re´seau autodual L ⊂ W par rapport a` 〈|〉 et posons K := StabG(F )(L) ⊂ G(F ),
c’est un sous-groupe hyperspe´cial de G(F ). Supposons que L est en bonne position relativement
a` ((ℓi, ℓ
i)i∈I ,W
♭), c’est-a`-dire
L =
⊕
i∈I
(
(ℓi ∩ L)⊕ (ℓ
i ∩ L)
)
⊕ (W ♭ ∩ L).
Cela entraˆıne que KM := K ∩M(F ) est aussi hyperspe´cial dans M(F ). E´crivons KM =∏
i∈I K
M
i × K
♭. Le mode`le latticiel de la repre´sentation de Weil induit un scindage K♭ →֒
S˜p(W ♭), d’ou` le scindageKM →֒ M˜ . Idem,K →֒ S˜p(W ). Bien entendu, il faut une compatibilite´.
Proposition 4.1.1. Le diagramme suivant est commutatif.
K // G˜
KM
OO
// M˜
OO
De´monstration. On se rame`ne aussitoˆt au cas M = GL(n). D’apre`s [11] 2.13, on a la compa-
tibilite´ cherche´e sur un F -tore maximal de´ploye´ dans M . D’autre part la compatibilite´ sur des
sous-groupes unipotents est automatique. On en de´duit la compatibilite´ sur la grosse cellule de
M par la de´composition de Bruhat, et le cas ge´ne´ral en re´sulte par densite´.
Prenons la mesure de Haar sur G(F ) de sorte que mes(K) = 1 ; cette mesure ne de´pend
pas du choix de K. Le scindage du reveˆtement p au-dessus de K permet de de´finir la fonction
fK ∈ C
∞
c, (G˜) telle que
fK(x˜) =
{
ε
−1, si x˜ ∈ εK, ε ∈ 8;
0, sinon.
Fixons s0 ∈ Eell(M˜), auquel est associe´ le groupe endoscopique
M ! =
∏
i∈I
GL(ni)× SO(2m
′ + 1)× SO(2m′′ + 1).
tel que m′ +m′′ = m.
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On sait de´finir la fonction poids d’Arthur vM :M(F )\G(F )/K → R≥0 (voir [2]). Elle de´pend
du choix de K et de la mesure de Haar sur aM induite du choix d’une forme quadratique de´finie
positive sur aM , invariante par W
G(M), ce que l’on fixe dore´navant.
Soit δ ∈ Greg(F ). On normalise la mesure de Haar pour le tore T (F ) := Gδ(F ) comme suit.
D’apre`s [6] 4.4, il existe un oF -sche´ma en groupes canonique T, qui est lisse et de fibre ge´ne´rique
T . Alors T0(oF ) s’identifie a` un sous-groupe ouvert de T (F ). Prenons la mesure de Haar sur
T (F ) telle que mes(T0(oF )) = 1. La meˆme convention s’applique aux commutants des e´le´ments
fortement re´guliers dans n’importe quel F -groupe re´ductif connexe. Puisque la construction
ne de´pend que du tore T , c’est compatible avec la correspondance des mesures utilise´e pour
l’endoscopie [13] 2.8, ainsi que sa variante me´taplectique [11] §5.5.
De´finition 4.1.2. Soit δ˜ ∈ G˜reg. Fixons la mesure de Haar sur Gδ(F ) comme ci-dessus et
posons
rG˜
M˜,K
(δ˜) := |DG(δ)|
1
2
∫
Gδ(F )\G(F )
fK(x
−1δ˜x)vM (x) dx,
ou` DG(δ) := det(1−Ad (δ)|g/gδ).
De´finition 4.1.3. Soit γ ∈ M !G−reg(F ). L’inte´grale ponde´re´e endoscopique non ramifie´e en γ
est de´finie comme
rG˜M !,K(γ) :=
∑
δ∈M(F )/conj
∆(γ, δ˜)rG˜
M˜ ,K
(δ˜),
ou` δ˜ ∈ p−1(δ) est quelconque ; le produit ∆(γ, δ˜)rG˜
M˜ ,K
(δ˜) ne de´pend que de γ et δ. C’est une
somme finie, en fait la somme porte sur les classes de conjugaison dans µ(Ost(γ)).
Rappelons brie`vement les fonctions stabilise´es de´finies par Arthur. Pour l’instant, soient L
un F -groupe re´ductif connexe non ramifie´ et R un sous-groupe de Le´vi de L. Supposons aussi
fixe´e une forme quadratique de´finie positive sur aR, invariante par W
L(R). Imposons les meˆmes
choix de mesures de Haar sur L(F ) et sur les F -tores que pre´ce´demment.
On dit que γ ∈ R(F )ss est L-re´gulier s’il est re´gulier comme un e´le´ment dans L(F )ss. La sous-
varie´te´ ouverte des e´le´ments L-re´guliers est note´e RL−reg. On de´finit (voir [5] 5.1) la fonction
stabilise´e
sLR : RL−reg(F )→ C.
Si γ1, γ2 ∈ RL−reg(F ) sont stablement conjugue´s, on a s
L
R(γ1) = s
L
R(γ2). Ces fonctions ne
de´pendent que de la mesure sur aR induite par le choix de la forme quadratique.
4.2 E´nonce´ du lemme fondamental ponde´re´
Conservons les meˆmes notations. On a l’inclusion Z0
̂˜
M
→֒ Z
M̂ !
. Soit s ∈ EM !(G˜). On a aussi
Z0
̂˜
G
→֒ Z
Ĝ[s]
. Ces inclusions ont des conoyaux finis, donc c’est loisible de poser
iM !(G˜,G[s]) :=
[Z
M̂ !
: Z0
̂˜
M
]
[Z
Ĝ[s]
: Z0
̂˜
G
]
. (4)
Prenons les formes quadratiques positives de´finies invariantes sur aM ! et sur aM qui se
correspondent par l’identification aM ! ≃ aM , qui est e´quivariante pour W
G[s](M !) →֒ WG(M).
Soit γ ∈ M !G−reg(F ), alors γ[s] est aussi G[s]-re´gulier. Ainsi, γ 7→ s
G[s]
M !
(γ[s]) est bien de´fini et
il ne de´pend que de la classe de conjugaison stable de γ. Le principal re´sultat de cet article
s’e´nonce comme suit.
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The´ore`me 4.2.1 (Cf. [5] 5.1). Supposons ve´rifie´ le lemme fondamental ponde´re´ non standard
sur les alge`bres de Lie 5.3.1. Pour tout γ ∈M !G−reg(F ), on a
rG˜M !,K(γ) =
∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s]) · s
G[s]
M !
(γ[s]).
Le lemme fondamental ponde´re´ non standard sera rappele´ dans le §5.3. La de´monstration
du the´ore`me occupera le reste de cet article.
Remarque 4.2.2. Lorsque M = G, on a EG!(G˜) = {s0}, γ[s0] = γ et G[s0] = G
!. On a aussi
iG!(G˜,G
!) = 1. Dans ce cas-la` rG˜
G!,K
(γ) est l’inte´grale orbitale endoscopique de la fonction fK , et
sG
!
G!
(γ) est l’inte´grale orbitale stable de la fonction caracte´ristique d’un hyperspe´cial quelconque
de G!(F ). Donc 4.2.1 se re´duit au lemme fondamental pour l’unite´ [11] 5.23.
Les de´finitions des inte´grales orbitales ponde´re´es endoscopiques et les fonctions stabilise´es
correspondantes se ge´ne´ralisent sans peine au cas G˜ de type me´taplectique : il suffit de combiner
la the´orie pour les groupes GL(·) avec le re´sultat pour S˜p(W ).
Corollaire 4.2.3. L’assertion 4.2.1 demeure valable dans le cas plus ge´ne´ral ou` G˜ est de type
me´taplectique.
5 Endoscopie : standard et non standard
5.1 Endoscopie standard
Donne´es endoscopiques Soit R un F -groupe re´ductif muni d’une donne´e de L-groupe
(Tˆ , Bˆ, . . .). On appelle donne´e endoscopique pour R un quadruplet (R!,R!, s, ξˆ) tel que
– R! est un F -groupe re´ductif connexe quasi-de´ploye´, muni d’une donne´e de L-groupe ;
– R! s’inscrit dans une extension topologique scinde´e
1→ R̂! →R! → WF → 1
telle que l’action de WF sur R̂! co¨ıncide avec ρ
! ;
– s ∈ Rˆ est semi-simple ;
– ξˆ : R! → LR est un L-homomorphisme, i.e. il commute aux projections sur WF , tel que :
– il existe un 1-cocycle a : WF → ZRˆ, dont la classe cohomologique est triviale, tel que
Ad (s) ◦ ξˆ(x) = a(w(x))ξˆ(x) pour tout x ∈ R!, ou` w(x) de´signe sa projection dans WF ;
– ξˆ induit un isomorphisme R̂!
∼
→ ZRˆ(s)
0.
On dit aussi que R! est un groupe endoscopique pour R associe´s a` s. Un isomorphisme
entre deux donne´es endoscopiques (R!,R!, s, ξˆ) et (R′!,R′!, s′, ξˆ′) de R est un e´le´ment rˆ ∈ Rˆ
tel que Ad (rˆ)ξˆ(R!) = ξˆ′(R′!) et Ad (rˆ)(s) = s′ mod ZRˆ. On dit qu’une donne´e endoscopique
(R!,R!, s, ξˆ) est elliptique si ξˆ(ZΓF
R̂!
)0 ⊂ ZRˆ. On dit que cette donne´e est non ramifie´e si
– la caracte´ristique re´siduelle p de F est suffisamment grande par rapport a` R ;
– R est non ramifie´ et le torseur inte´rieur fixe´ est l’identite´ ;
– R! est non ramifie´ et ξˆ(R!) ⊃ ZRˆ(s)
0 ⋊ IF .
A` isomorphisme pre`s, on peut supposer que s ∈ Tˆ et (ξˆ−1(Tˆ ), ξˆ−1(Bˆ)) est la paire de Borel
ΓF -invariante de R̂!. L’endoscopie fournit une inclusion ΓF -e´quivariante ZRˆ →֒ ZR̂! . D’autre
part, en dualisant ξˆ|ξˆ−1(Tˆ ), on obtient une inclusion aR →֒ aR! . La donne´e endoscopique est
elliptique si et seulement si aR
∼
→ aR! .
15
Une construction d’Arthur Supposons que R est un sous-groupe de Le´vi d’un F -groupe
re´ductif non ramifie´ L. Choisissons P0 ∈ L
L(R), qui fait partie du choix des donne´es de L-
groupes compatibles pour L et R, ce que l’on fixe, dont les torseurs inte´rieurs sont id.
La construction suivante est due a` Arthur [4]. Soit (R!,R!, s0, ξˆ) une donne´e endoscopique
elliptique non ramifie´e pour R. Soit s ∈ s0Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
. Posons
L̂[s] := ZLˆ(s)
0,
L[s] := L̂[s]ξˆ(R!),
ξˆ[s] : L[s]→ LL est l’inclusion.
Cela fournit une donne´e endoscopique (L[s],L[s], s, ξˆ[s]) pour L qui est encore non ramifie´e.
Posons
ER!(L) := {s ∈ s0Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
: (L[s],L[s], s, ξˆ[s]) est elliptique}.
C’est un ensemble fini d’apre`s [3] §4. Soit s ∈ ER!(L), alors on peut regarder R
! comme
un sous-groupe de Le´vi de L[s]. L’endoscopie elliptique fournit l’homomorphisme WL[s](R!) →֒
WL(R), pour lequel l’isomorphisme aR
∼
→ aR! est e´quivariant. On sait aussi de´finir le coefficient
iR!(L,L[s]) :=
[ZΓF
R̂!
: ZΓF
Rˆ
]
[ZΓF
L̂[s]
: ZΓF
Lˆ
]
.
Le lemme fondamental ponde´re´ sur les alge`bres de Lie Plac¸ons-nous dans la construc-
tion d’Arthur. Fixons une donne´e endoscopique elliptique non ramifie´e (R!,R!, s0, ξˆ) pour R.
A` cette donne´e est associe´e une correspondance de classes de conjugaison ge´ome´triques semi-
simples entre les alge`bres de Lie r(F ) et r!(F ). On de´finit ainsi la sous-varie´te´ ouverte des
e´le´ments L-re´gulie`res r!L−reg de fac¸on usuelle.
Fixons un sous-groupe hyperspe´cial K de L(F ) en bonne position relativement a` R, ce qui
de´termine un re´seau hyperspe´cial k ⊂ l(F ). Fixons aussi une forme quadratique de´finie positive
WL(R)-invariante sur aR ; on obtient ainsi une forme quadratique de´finie positive sur aR! qui
est WL[s](R!)-invariante pour tout s ∈ ER!(L). Notons 1k la fonction caracte´ristique de k. Ces
choix permettent de de´finir les inte´grales orbitales ponde´re´es de 1k
rLR,K(X) := |D
L(X)|
1
2
∫
LX(F )\L(F )
1k(x
−1Xx)vR(x) dx, X ∈ rreg(F ),
ou` DL(X) := det(ad (X)|l/lX ). Les mesures de Haar sont choisies comme dans le §4.2.
On de´finit le facteur de transfert
∆ : r!R−reg(F )× rreg(F )→ C
qui est adapte´ a` K, cf. [12] 4.7. On de´finit les inte´grales orbitales ponde´re´es endoscopiques
rLR!,K(Y ) =
∑
X∈r(F )/conj
∆(Y,X)rLR,K(X),
ainsi que les fonctions stabilise´es s
L[s]
R!
(Y ), pour tout Y ∈ r!L−reg(F ) et tout s ∈ ER!(L) (voir [13]
ou §4). E´nonc¸ons le lemme fondamental ponde´re´ comme suit.
The´ore`me 5.1.1 (Chaudouard, Laumon [7, 8], Waldspurger [14]). Pour tout Y ∈ r!R−reg(F ),
on a
rLR!,K(Y ) =
∑
s∈E
R!
(L)
iR!(L,L[s])s
L[s]
R!
(Y ).
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5.2 Exemples
Nous allons conside´rer l’endoscopie elliptique des groupes line´aires ge´ne´raux, symplectiques
et unitaires. Nous en donnerons les conditions pour que la donne´e endoscopique soit non ramifie´e
et la construction d’Arthur sera explicitement de´crite. Le cas non elliptique sera traite´ dans 5.2.4.
Exemple 5.2.1. Soient m ∈ Z≥0, R := GL(m). La seule donne´e endoscopique elliptique pour
GL(m) a` isomorphisme pre`s est la donne´e tautologique (R, LR, 1, id).
Exemple 5.2.2. Soit R := Sp(2m). Alors Rˆ = SO(2m + 1,C). Soit (R!,R!, s, ξˆ) une donne´e
endoscopique elliptique pour R. Les valeurs propres de s sont force´ment ±1 d’apre`s l’ellipticite´.
Notons 2m′ + 1 la multiplicite´ de +1 et 2m′′ celle de −1. On a
R̂! = SO(2m′ + 1,C)× SO(2m′′,C).
Donc
R! = Sp(2m′)× SO(V ′′, q′′)
ou` (V ′′, q′′) est un F -espace quadratique de dimension 2m′′ ayant noyau anisotrope de dimension
≤ 2 car R! est quasi-de´ploye´. On exclut le cas dimV ′′ = 2 et (V ′′, q′′) hyperbolique, pour lequel
la donne´e endoscopique n’est plus elliptique. De plus, SO(V ′′, q′′) de´termine H!.
Inversement, toutes donne´es m′ et (V ′′, q′′) comme ci-dessus proviennent d’une donne´e en-
doscopique elliptique, unique a` isomorphisme pre`s. La donne´e endoscopique est non ramifie´e si
et seulement si (V ′′, q′′) admet un re´seau autodual a` homothe´tie pre`s.
Supposons R! de la forme ci-dessus. Soient X ∈ rreg(F ), Y = (Y
′, Y ′′) ∈ r!reg(F ), alors X et
Y se correspondent si et seulement s’ils se correspondent par valeurs propres, c’est-a`-dire
– les valeurs propres de Y ′ sont ±a′1, . . . ,±a
′
m′ ;
– celles de Y ′′ sont ±a′′1, . . . ,±a
′
m′′ , 0 ;
– celles de X sont ±a′1, . . . ,±a
′
m′ ,±a
′′
1, . . . ,±a
′′
m′′ .
Prenons maintenant un ensemble fini I, (ni)i∈I ∈ Z
I
≥1, et
L = Sp(2n),
R =
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(2m),
R! =
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(2m
′)× SO(V ′′, q′′),
tels que m +
∑
i∈I ni = n, ou` m, m
′ et (V ′′, q′′) ve´rifient les conditions pre´ce´dentes, qui font
de R! un groupe endoscopique elliptique non ramifie´e de R (tautologique en les composantes
GL(ni)). A` isomorphisme pre`s, l’e´le´ment s0 correspondant dans la donne´e endoscopique est de
la forme
s0 = ((1)i∈I , s
♭
0) ∈
∏
i∈I
C× × SO(2m+ 1,C) ⊂ Rˆ.
Les e´le´ments s ∈ ER!(L) sont en bijection avec les de´compositions I = I
′ ⊔ I ′′ : a` une telle
de´composition est associe´e s = ((si)i∈I , s
♭
0) avec si = 1 (resp. si = −1) si i ∈ I
′ (resp. si i ∈ I ′′).
Soit s ∈ ER!(L), on introduit le groupe endoscopique elliptique L[s] de L ; e´crivons-le comme
L[s] = Sp(2n′)× SO(U ′′, r′′)
d’apre`s ce qui pre´ce`de. On a des inclusions uniques a` conjugaison pre`s :∏
i∈I′
GL(ni)× Sp(2m
′) →֒ Sp(2n′),∏
i∈I′′
GL(ni)× SO(V
′′, q′′) →֒ SO(U ′′, r′′).
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Ces fle`ches font de R! un sous-groupe de Le´vi de L[s]. Ainsi, SO(U ′′, r′′) est aussi de´termine´ : a`
homothe´tie pre`s, (U ′′, r′′) et (V ′′, q′′) ont le meˆme noyau anisotrope.
Inversement, tout (U ′′, r′′) ayant le meˆme noyau anisotrope que (V ′′, q′′), pris a` homothe´tie
pre`s, provient d’un unique s ∈ ER!(L).
Exemple 5.2.3. Soient E/F une extension quadratique et R := UE/F (m), le groupe unitaire
quasi-de´ploye´ qui est isomorphe a` GL(m) sur E. On a Rˆ = GL(m,C). Il est muni de l’action
du groupe ΓE/F := ΓF/ΓE : l’e´le´ment non trivial dans ΓE/F ope`re, modulo automorphismes
inte´rieurs, en renversant le diagramme de Dynkin Am−1. On introduit ainsi le L-groupe
LR.
De´crivons les donne´es endoscopiques elliptiques (R!,R!, s, ξˆ) pour R. Les valeurs propres de
s sont ±1 ; notons m′ la multiplicite´ de 1 et m′′ celle de −1. Alors
R̂! = GL(m′,C)×GL(m′′,C).
E´tant donne´ (m′,m′′), il n’y a qu’une seule possibilite´ de R! et de R! :
R! = UE/F (m
′)×UE/F (m
′′).
Inversement, toute donne´e endoscopique elliptique de R s’obtient d’une paire (m′,m′′) telle
que m′ +m′′ = m, unique a` la syme´trie (m′,m′′) 7→ (m′′,m′) pre`s. La donne´e endoscopique est
non ramifie´e si et seulement si E/F l’est.
La correspondance des classes de conjugaison est similaire au cas du groupe symplectique,
c’est-a`-dire la correspondance par valeurs propres des applications E-line´aires. Nous ne la
re´pe´tons pas.
Supposons maintenant que E/F est non ramifie´e. Prenons I, (ni)i∈I comme dans 5.2.2 et
posons
L = UE/F (n),
R =
∏
i∈I
GLE(ni)×UE/F (m),
R! =
∏
i∈I
GLE(ni)×UE/F (m
′)×UE/F (m
′′),
qui font de R! un groupe endoscopique elliptique non ramifie´e de R. On peut supposer que
l’e´le´ment s0 de cette donne´e endoscopique s’e´crit
s0 = ((1)i∈I , s
♭
0) ∈
∏
i∈I
C× ×GL(m,C).
Comme dans 5.2.2, les e´le´ments s ∈ ER!(L) sont en bijection avec les de´compositions I =
I ′ ⊔ I ′′ ; le groupe endoscopique elliptique associe´ est de la forme
L[s] = UE/F (n
′)×UE/F (n
′′).
On a des inclusions bien de´termine´es a` conjugaison pre`s :∏
i∈I′
GLE(ni)×UE/F (m
′) →֒ UE/F (n
′),∏
i∈I′′
GLE(ni)×UE/F (m
′′) →֒ UE/F (n
′′).
Cela de´termine aussi (n′, n′′). Remarquons que des diffe´rents choix de s peuvent induire la meˆme
donne´e endoscopique pour L.
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Remarque 5.2.4. En ge´ne´ral, une donne´e endoscopique (L!,L!, s, ξˆ) s’interpre`te comme une
donne´e endoscopique elliptique d’un sous-groupe de Le´vi R de L. Le sous-groupe R est unique
a` conjugaison pre`s par L(F ), tandis que la donne´e endoscopique elliptique pour R est unique a`
l’action de WL(R) pre`s.
5.3 Endoscopie non standard
De´finitions Rappelons la de´finition dans [13] 3.7. Soient G1, G2 deux F -groupes re´ductifs
connexes et simplement connexes. Supposons qu’ils sont non ramifie´s et p est suffisamment
grand par rapport a` G1 et G2. Pour i = 1, 2, fixons une paire de Borel (Ti, Bi) de´finie sur
F pour Gi ; notons Σi, Σˇi les ensembles de racines et coracines, respectivement. Une donne´e
endoscopique non standard non ramifie´e est un triplet (G1, G2, j∗) ou`
– G1, G2 sont comme ci-dessus, munis de paires de Borel de´finies sur F ;
– j∗ : X∗(T1)F¯ ⊗Q
∼
→ X∗(T2)F¯ ⊗Q, son transpose´ est note´ j
∗ ;
– il existe des bijections τˇ : Σˇ1 → Σˇ2, τ : Σ2 → Σ1 et des fonctions bˇ : Σˇ1 → Q>0 ∩ Z
×
p ,
b : Σ2 → Q>0 ∩ Z
×
p , telles que
– τ s’identifie a` τˇ−1 via les bijections naturelles Σi ≃ Σˇi, i = 1, 2 ;
– j∗ et j∗ sont ΓF -e´quivariants ;
– on a j∗(αˇ1) = bˇ(αˇ1)τˇ (αˇ1) et j
∗(α2) = b(α2)τ(α2) pour tout αˇ1 ∈ Σˇ1 et tout α2 ∈ Σ2.
A` l’instar du cas standard, ces donne´es de´finissent
– une correspondance de classes de conjugaison ge´ome´triques entre g1,reg(F ) et g2,reg(F ) ;
– les bijections de racines induisent une correspondance de sous-groupes de Le´vi semi-
standards de G1 et G2.
Soient M1 ⊂ G1, M2 ⊂ G2 des sous-groupes de Le´vi semi-standards qui se correspondent,
alors WG1(M1) =W
G2(M2) et on a un isomorphisme e´quivariant aM1
∼
→ aM2 .
Notons R1 (resp. R2) le sous-groupe engendre´ par Σˇ1 (resp. Σˇ2). La meˆme de´finition s’ap-
plique a` M1, M2 et leurs coracines. On de´finit ainsi les groupes R
M1 , RM2 .
Soient H1,H2 deux sous-groupes commensurables dans un groupe fixe´, adoptons la conven-
tion [H1 : H2] := [H1 : H1 ∩H2][H2 : H1 ∩H2]
−1. D’apre`s [13] 3.7 et l’erratum [15], on de´finit
le coefficient
cG1,G2M1,M2 :=
[RΓF2 : j∗(R
ΓF
1 )]
[RM2,ΓF : j∗(RM1,ΓF )]
. (5)
Signalons que ce coefficient de´pend de j∗. E´nonc¸ons le lemme fondamental ponde´re´ non
standard comme une conjecture.
Conjecture 5.3.1 ([13]). Soient Y1 ∈ m1,G1−reg(F ) et Y2 ∈ m2,G2−reg(F ) qui se correspondent.
Alors
sG1M1(Y1) = c
G1,G2
M1,M2
sG2M2(Y2)
ou` les fonctions stabilise´es sGiMi (i = 1, 2) sont de´finies a` l’aide des formes quadratiques invariantes
sur aM1 et aM2 qui se correspondent via aM1
∼
→ aM2 .
Passage au quotient Pour i = 1, 2, soit πi : Gi → Gi une isoge´nie centrale ; notons
M i := πi(Mi). Cela n’affecte pas les alge`bres de Lie, les espaces aMi et les groupes de Weyl. La
correspondance de classes marche pour Gi,M i au lieu de Gi,Mi.
Corollaire 5.3.2. Supposons ve´rifie´e 5.3.1. Soient Y 1 ∈ m1,G1−reg(F ) et Y 2 ∈ m2,G2−reg(F )
qui se correspondent. Alors
s
G1
M1
(Y 1) = c
G1,G2
M1,M2
s
G2
M2
(Y 2).
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De´monstration. Pour i = 1, 2, soit Yi ∈ mi(F ) l’e´le´ment qui s’envoie sur Y i, alors il suffit de
noter que sGiMi(Yi) = s
Gi
Mi
(Y i), ce qui re´sulte de [13] 5.7.
La convention suivante sera commode. Soient Gi,Mi (i = 1, 2) tels queMi est un Le´vi de Gi
et que les groupes Gi,SC,Mi,sc sont comme dans le lemme fondamental ponde´re´ non standard
5.3.1. Nous noterons
cG1,G2M1,M2 = c
G1,SC,G2,SC
M1,sc,M2,sc
. (6)
Un exemple Supposons n ≥ 1. Fixons un ensemble fini I, (ni)i∈I ∈ Z
I
≥1, m ∈ Z≥0 et posons
n := m+
∑
i∈I ni. Posons
G1 := Sp(2n), G2 := SO(2n + 1),
M1 :=
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(2m), M2 :=
∏
i∈I
GL(ni)× SO(2m+ 1),
Regardons M1 comme un sous-groupe de Le´vi de G1 en choisissant un plongement, qui est
unique a` conjugaison pre`s par G1(F ). Idem pour G2 et M2. Notons π : G2 → G2 le reveˆtement
simplement connexe, c’est-a`-dire G2 = Spin(2n+1), et posons M2 := π
−1(M2), alors M2 et un
sous-groupe de Le´vi de G2.
Comme indique´ dans [11] §8.2, on peut choisir des F -tores maximaux de´ploye´s T1, T2 dans
M1, M2 respectivement, avec T 2 := π(T2), de sorte qu’il existe une base {e1, . . . , en} de X∗(T1)
telle que l’on a des identifications
X∗(T1) =
n⊕
k=1
Zek,
X∗(T2) =
{
n∑
k=1
rkek :
n∑
k=1
rk ≡ 0 mod 2
}
,
X∗(T 2) =
n⊕
k=1
Zek.
En choisissant des sous-groupes de Borel convenables, les coracines se de´crivent comme suit.
Σˇ1 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ⊔ {±ei : 1 ≤ i ≤ n},
Σˇ2 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ⊔ {±2ei : 1 ≤ i ≤ n}.
Alors l’inclusion X∗(T2) →֒ X∗(T 2) correspond a` l’isoge´nie π : G2 → G2.
On prend j∗ := id : X∗(T1) ⊗ Q
∼
→ X∗(T2) ⊗ Q. On prend les fonctions τ , τˇ , b, bˇ qui
fournissent un triplet non standard non ramifie´ (G1, G2, j∗), pour laquelle M1 et M2 sont des
sous-groupes de Le´vi semi-standards qui se correspondent.
Remarquons que le choix des divers identifications peut affecter j∗, mais la correspondance
de classes et la correspondance de mesures de Haar sur aM1 et aM2 ne changent pas.
C’est plus pratique de travailler avec G2 et M2. La correspondance des classes ge´ome´triques
entre g1,reg(F ) et g2,reg(F ) est la correspondance par valeurs propres. Pour m1 et m2, c’est la
meˆme correspondance pour les facteurs sp(2m) et so(2m + 1) ; pour les facteurs gl(·), c’est la
correspondance tautologique.
Le coefficient de cette donne´e endoscopique non standard se calculent comme suit.
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Proposition 5.3.3. Pour cette donne´e,
c
G1,G2
M1,M2
= cG1,G2M1,M2 :=
{
1, si m 6= 0,
1
2 , si m = 0.
De´monstration. Les coracines dans Σˇ1 et Σˇ2 engendrent respectivement les re´seaux X∗(T1) et
X∗(T2). Vu les identifications ci-dessus et le choix j∗ = id, on voit que [R
ΓF
2 : j∗(R
ΓF
1 )] =
1
2 .
Soient M1,M2 des sous-groupes de Le´vi semi-standards qui se correspondent. Alors il en est
de meˆme pour [RM2,ΓF : j∗(R
M1,ΓF )] sauf si le facteur Sp (resp. SO) n’apparaˆıt plus dans M1
(resp. M2) i.e. sauf si m = 0, auquel cas on a trivialement [R
M2,ΓF : j∗(R
M1,ΓF )] = 1. Cela
permet de conclure.
Remarque 5.3.4. Explicitons l’isomorphisme aM1
∼
→ aM2 = aM2 induit par j∗. On peut se
limiter au cas M1 = T1 et M2 = T2. On a identifie´ T1 et T 2 dans la description de X∗(Ti)
(i = 1, 2). Comme j∗ = id, il induit l’application id : aT1
∼
→ aT 2 . Le cas ge´ne´ral en de´coule :
si l’on identifie les composantes
∏
i∈I GL(ni) dans M1 et M2, alors aM1
∼
→ aM2 est encore
l’identite´.
6 Descente des donne´es endoscopiques
Le formalisme est celui du §4, mais ici les reveˆtements me´taplectiques ne nous concernent
pas. De´sormais, fixons des e´le´ments η ∈M(F )ss, ǫ ∈ M
!(F )ss qui se correspondent. Supposons
de plus que η et ǫ sont d’ordre finis premiers a` p. Nous nous placerons sous l’une des deux
hypothe`ses suivantes.
(A) M !ǫ est quasi-de´ploye´.
(B) Mη et M
!
ǫ sont non ramifie´s.
L’hypothe`se (B) est plus forte que (A). En tout cas, e´crivons η = ((ηi)i∈I , η
♭) et ǫ =
((ǫi)i∈I , ǫ
♭). Quitte a` conjuguer η et ǫ, on peut supposer que ηi = ǫi pour tout i ∈ I.
6.1 Parame´trage
Plac¸ons-nous sous l’hypothe`se (A). Rappelons la parame´trisation des classes de conjugaison
semi-simples dans [11] §3 et §7.1. A` la classe OM (η) sont associe´es (OGL(ni)(ηi))i∈I et les donne´es
– K : une F -alge`bre e´tale de dimension finie ;
– τ : une involution non triviale de K, qui est de´termine´e par la sous-alge`bre fixe´e K# :=
Kτ=id ;
– a ∈ K× est tel que NK/K#(a) := aτ(a) = 1 ;
– (WK , hK) : une (K,K
#)-forme anti-hermitienne, ou` on suppose queWK est un K-module
fide`le ;
– (W±, 〈|〉±) : deux F -espaces symplectiques.
Ces donne´es sont soumises a` la condition dimF WK + dimF W+ + dimF W− = 2m. Elles sont
uniques modulo la notion d’e´quivalence e´vidente. L’e´le´ment η se re´alise comme l’ope´rateur
(w 7→ aw,+id,−id) dans l’espace WK ⊕W+ ⊕W−.
E´crivons SO(2m′+1) = SO(V ′, q′) et SO(2m′′+1) = SO(V ′′, q′′) en choisissant des F -espaces
quadratiques convenables. A` OM
!
(ǫ) sont associe´es (OGL(ni)(ǫi))i∈I et les donne´es
– K ′,K ′# : F -alge`bres e´tales comme pre´ce´demment ;
– a′ ∈ K ′× est tel que NK ′/K ′#(a) = 1 ;
– (V ′K , h
′
K) : une (K
′,K ′#)-forme hermitienne, ou` on suppose que V ′K est un K
′-module
fide`le ;
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– (V ′±, q
′
±) : deux F -espaces quadratiques ;
– des objets similaires (K ′′,K ′′#), a′′, (V ′′K , h
′′
K), (V
′′
± , q
′′
±).
Ces donne´es sont soumises aux conditions
(trK ′/F )∗(V
′
K , h
′
K)⊕ (V
′
+, q
′
+)⊕ (V
′
−, q
′
−) ≃ (V
′, q′),
(trK ′′/F )∗(V
′′
K , h
′′
K)⊕ (V
′′
+ , q
′′
+)⊕ (V
′′
− , q
′′
−) ≃ (V
′′, q′′),
dimV ′+ ≡ dimV
′′
+ ≡ 1 mod 2,
dimV ′− ≡ dimV
′′
− ≡ 0 mod 2.
Elles sont uniques modulo la notion d’e´quivalence e´vidente. Si l’on note η = (η′, η′′), alors η′
se re´alise comme l’ope´rateur (v′ 7→ a′v′,+id,−id) dans l’espace V ′K ⊕ V
′
+ ⊕ V
′
−, et η
′′ comme
(v′′ 7→ a′′v′′,+id,−id) dans V ′′K ⊕ V
′′
+ ⊕ V
′′
− . La correspondance entre η et ǫ entraˆıne que
(K ′,K ′#, a′)× (K ′′,K ′′#,−a′′) ≃ (K,K#, a),
WK ≃ V
′
K ⊕ V
′′
K comme K −modules,
dimF W+ + 1 = dimF V
′
+ + dimF V
′′
−,
dimF W− + 1 = dimF V
′
− + dimF V
′′
+,
ou` le produit de triplets dans la premie`re condition est pris au sens e´vident.
On sait aussi de´crire les commutants connexes.
Mη =
∏
i∈I
GL(ni)ηi ×UK/K#(WK , hK)× Sp(W+)× Sp(W−),
M !ǫ =
∏
i∈I
GL(ni)ǫi
×UK ′/K ′#(V
′
K , h
′
K)×UK ′′/K ′′#(V
′′
K , h
′′
K)
× SO(V ′+, q
′
+)× SO(V
′′
− , q
′′
−)
× SO(V ′′+ , q
′′
+)× SO(V
′
−, q
′
−).
D’apre`s nos hypothe`ses, SO(V ′+, q
′
+) et SO(V
′′
+ , q
′′
+) sont de´ploye´s.
De´finition 6.1.1. Soit L un F -groupe re´ductif admettant une de´composition
L = L0 ×
∏
a
SO(2a+ 1),
ou` a parcourt des entiers positifs et L0 ne contient aucun facteur direct de type SO impair
de´ploye´. On notera
L¯ := L0 ×
∏
a
Sp(2a).
Les groupes que l’on rencontrera dans cette section sont tous de ce type. Remarquons aussi
que ZΓF
̂L
→֒ ZΓF
Lˆ
, ZΓF ,0
̂L
∼
→ ZΓF ,0
Lˆ
, et aL = aL¯.
Avec cette convention, on a
M !ǫ =
∏
i∈I
GL(ni)ǫi
×UK ′/K ′#(V
′
K , h
′
K)×UK ′′/K ′′#(V
′′
K , h
′′
K)
× Sp(V ′+)× SO(V
′′
− , q
′′
−)
× Sp(V ′′+)× SO(V
′
−, q
′
−),
ou` V ′+, V
′′
+ ont les bonnes dimensions et sont munis de formes symplectiques.
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6.2 Des nouvelles donne´es endoscopiques
Conservons toujours l’hypothe`se (A) et les notations pre´ce´dentes. On munitMη d’une donne´e
de L-groupe de sorte que le tore maximal Tˆ dans M̂η est ce que l’on a fixe´ dans la donne´e de
L-groupe pour M . Les actions galoisiennes sur Tˆ he´rite´es de M̂η et de Mˆ peuvent diffe´rer
par un 1-cocycle ΓF → NMˆ (Tˆ ). Toutefois l’inclusion ZMˆ →֒ ZM̂η est ΓF -e´quivariante et est
inde´pendante de tout choix. On a aussi aM →֒ aMη .
Vu 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4, M !ǫ est un sous-groupe endoscopique de Mη, ce qui de´termine la
donne´e endoscopique (M !ǫ,M
!
ǫ, s¯0, ξˆ) a` isomorphisme pre`s. La donne´e endoscopique (M
!
ǫ,M
!
ǫ, s¯0, ξˆ)
est non ramifie´e sous l’hypothe`se (B).
Lemme 6.2.1. Soient X ∈ mη,reg(F ), Y ∈ m
!
ǫ,reg(F ). Soit Y¯ ∈ m
!
ǫ,reg(F ) tel que Y et Y¯ se
correspondent par valeurs propres.
Si δ = exp(X)η ∈ M(F ) et γ = exp(Y )ǫ ∈ M !(F ) sont des de´compositions de Jordan
topologiques, et si δ correspond a` γ, alors X et Y¯ se correspondent via l’endoscopie de´crite
ci-dessus.
De´monstration. Lorsque I = ∅, cela est de´montre´ dans [11]. Le cas ge´ne´ral en de´coule car
l’endoscopie est tautologique en la composante GL(ni)ǫi = GL(ni)ηi , pour tout i ∈ I.
D’apre`s 5.2.4, il existe un Le´vi R de Mη, unique a` conjugaison pre`s par Mη(F ), tel que M !ǫ
est un groupe endoscopique elliptique de R. Rappelons que Rˆ et M̂η partagent le meˆme tore
maximal Tˆ . A` isomorphisme pre`s on peut supposer s¯0 ∈ Tˆ , et s¯0 fait encore partie de cette
donne´e endoscopique elliptique pour R.
On a R 6= Mη si et seulement si UK ′/K ′#(V
′
K , h
′
K), UK ′′/K ′′#(V
′′
K , h
′′
K), SO(V
′′
− , q
′′
−) ou
SO(V ′−, q
′
−) contiennent des facteurs GLE(·), ou` E est une certaine extension finie de F . On
absorbe ces GLE(·) supple´mentaires en introduisant les objets I¯ ⊃ I, K¯ ⊂ K, K¯
′ ⊂ K ′, etc., et
on e´crit
R =
∏
i∈I¯
GLFi(ni)ηi ×UK¯/K¯#(W¯K , h¯K)× Sp(W¯+)× Sp(W¯−),
M !ǫ =
∏
i∈I¯
GL(ni)ǫi
×UK¯ ′/K¯ ′#(V
′
K¯ , h
′
K¯)×UK¯ ′′/K¯ ′′#(V
′′
K¯ , h
′′
K¯)
× Sp(V ′+)× SO(V¯
′′
− , q¯
′′
−)
× Sp(V ′′+)× SO(V¯
′
−, q¯
′
−),
Ici Fi est une extension finie de F pour tout i ∈ I¯, (K¯, K¯
#) est une F -alge`bre e´tale a`
involution qui est un facteur direct de (K,K#), et (W¯K , h¯K) est le facteur direct correspondant
de (WK , hK) ; idem pour (K¯
′, K¯ ′#), (K¯ ′′, K¯ ′′#) etc. D’autre part (V¯ ′′− , q¯
′′
−) = ({0}, 0) si (V
′′
− , q
′′
−)
est de dimension 2 hyperbolique ; sinon (V¯ ′′− , q¯
′′
−) = (V
′′
− , q
′′
−). Idem pour (V¯
′
−, q¯
′
−). Supposons
comme d’habitude que ηi = ǫi pour tout i ∈ I¯.
Rappelons que s¯0 ∈ Tˆ est l’e´le´ment faisant partie de la donne´e endoscopique (M !ǫ,M
!
ǫ, s¯0, ξˆ)
pour Mη. De´crivons-le. Soit i ∈ I¯, e´crivons
GLFi(ni)ηi =
∏
j∈Ji
GLFij (nij)
ou` Ji est un ensemble fini ; pour tout j ∈ Ji, Fij est une extension finie de Fi. E´crivons
Ji = J
U
i ⊔ J
+
i ⊔ J
−
i
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tel que j ∈ J±i si et seulement si la composante dans GLFij (nij) de ηi est ±1, sinon j ∈ J
U
i .
En regardant les descriptions de R et de M !ǫ, il s’ensuit que l’on peut e´crire
s¯0 =
(
(s¯ij0 ) i∈I¯
j∈Ji
, s¯U0 , s¯0
+, s¯0
−
)
∈ Rˆ
ou`
s¯U0 ↔le groupe endoscopique UK¯ ′/K¯ ′#(V
′
K¯ , h
′
K¯)×UK¯ ′′/K¯ ′′#(V
′′
K¯ , h
′′
K¯)
pour UK¯/K¯#(W¯K , h¯K),
s¯+0 ↔le groupe endoscopique Sp(V
′
+)× SO(V¯
′′
− , q¯
′′
−)
pour Sp(W¯+),
s¯−0 ↔le groupe endoscopique Sp(V
′′
+)× SO(V¯
′
−, q¯
′
−)
pour Sp(W¯−).
Il y a aussi des restrictions sur s¯ij0 ou` i ∈ I¯ \ I : joints avec (s¯
U
0 , s¯
+
0 , s¯
−
0 ), ils sont tels que
– UK ′/K ′#(V
′
K , h
′
K)×UK ′′/K ′′#(V
′′
K , h
′′
K) est un groupe endoscopique pour UK/K#(WK , hK),
– Sp(V ′+)× SO(V
′′
− , q
′′
−) est un groupe endoscopique pour Sp(W+),
– Sp(V ′′+)× SO(V
′
−, q
′
−) est un groupe endoscopique pour Sp(W−).
Il reste a` traiter les composantes s¯ij0 ou` i ∈ I et j ∈ Ji. La seule condition est que s¯
ij
0
appartient au centre du dual de GLFij(nij). Faisons de´sormais le choix suivant
s¯ij0 =

1, si j ∈ J+i ,
−1, si j ∈ J−i ,
1, si j ∈ JUi .
(7)
Le symbole “−1” a un sens car Fij = F lorsque j ∈ J
±
i , auquel cas le dual de GLFij (nij) est
GL(nij ,C). Ce choix des s¯
ij
0 sera justifie´ dans 6.3.1
6.3 Rapport avec EM !(G˜)
Dans cette sous-section, nous nous plac¸ons sous l’hypothe`se (B). Les groupesM !ǫ et Mη sont
tous non ramifie´s, donc les donne´es endoscopiques de´crites dans le §6.2 sont non ramifie´es.
Rappelons s0 est un e´le´ment dans
̂˜
M qui de´termine l’endoscopie elliptique pour M˜ , dont
M ! est le groupe endoscopique associe´. On peut supposer que
s0 = ((1)i∈I , s
♭
0) ∈
∏
i∈I
GL(ni,C)× Sp(2m,C).
Fixons maintenant s = s0t ∈ EM !(G˜), ou` t ∈ Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
est de la forme
t = ((ti)i∈I , 1) ∈
∏
i∈I
{±1} × Sp(2m,C),
comme dans 3.3.2, auquel est associe´e une de´composition I = I ′ ⊔ I ′′ telle que i ∈ I ′ (resp.
i ∈ I ′′) si ti = +1 (resp. ti = −1).
La recette du §6.1 marche aussi pour η ∈ G(F ). Nous nous contentons de de´crire Gη :
Gη = UK/K#(WK, hK)× Sp(W+)× Sp(W−)
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avec des notations compre´hensibles. Il contient Mη comme un sous-groupe de Le´vi.
D’autre part, introduisons ǫ[s] ∈ M !(F ), c’est encore d’ordre fini premier a` p et on a M !ǫ =
M !ǫ[s]. D’apre`s 3.3.4, ǫ[s] et η se correspondent pour la donne´e endoscopique de´termine´e par s.
Reprenons la recette du §6.1 pour e´crire
G[s]ǫ[s] = UK′/K′#(V
′
K, h
′
K)×UK′′/K′′#(V
′′
K , h
′′
K)
× SO(V ′+,Q
′
+)× SO(V
′′
−,Q
′′
−)
× SO(V ′′+,Q
′′
+)× SO(V
′
−,Q
′
−).
Et aussi
G[s]ǫ[s] = UK′/K′#(V
′
K, h
′
K)×UK′′/K′′#(V
′′
K , h
′′
K)
× Sp(V ′+)× SO(V
′′
−,Q
′′
−)
× Sp(V ′′+)× SO(V
′
−,Q
′
−).
C’est un groupe endoscopique non ramifie´ deGη et il contientM !ǫ comme un sous-groupe de Le´vi,
l’inclusion e´tant bien de´termine´e a` conjugaison pre`s. Il fait partie d’une donne´e endoscopique
non ramifie´e (G[s]ǫ[s],G[s]ǫ[s], s¯, ξˆ) qui est unique a` isomorphisme pre`s. Indiquons que la condition
(7) sur s¯ est vide dans ce cas.
On a de´ja` de´crit s¯ et s¯0 dans le §6.2. Nous nous proposons d’exprimer s¯ en termes de t et
s¯0. Rappelons que les donne´es de L-groupes pour M et Mη sont choisies de sorte que Mˆ et
M̂η partagent le meˆme tore maximal Tˆ , qui fait partie de la paire de Borel ΓF -stable dans les
donne´es de L-groupe. L’inclusion ZMˆ →֒ ZM̂η est bien de´finie et ΓF -e´quivariante. Faisons la
meˆme construction pour G et Gη par rapport au meˆme tore maximal Tˆ de fac¸on compatible.
On a
s¯0, s¯ ∈ Tˆ . (8)
On obtient ainsi l’homomorphisme
τ : Z0
̂˜
M
/Z0̂˜
G
→ ZMˆ/ZGˆ → Z
ΓF
M̂η
/ZΓF
Ĝη
. (9)
Lemme 6.3.1. Quitte a` changer s¯ par un isomorphisme des donne´es endoscopiques, on a
s¯ = s¯0τ(t).
De´monstration. La torsion ǫ 7→ ǫ[s] n’affecte que les composantes GL(ni) deM
!. En comparant
la parame´trisation de ǫ[s] dans M ! et dans G[s], on voit que l’inclusion M !ǫ →֒ G[s]ǫ[s] est de la
forme
UK ′/K ′#(V
′
K , h
′
K) →֒ UK′/K′#(V
′
K, h
′
K),
UK ′′/K ′′#(V
′′
K , h
′′
K) →֒ UK′′/K′′#(V
′′
K , h
′′
K),
Sp(V ′+) →֒ Sp(V
′
+),
SO(V ′′− , q
′′
−) →֒ SO(V
′′
−,Q
′′
−),
Sp(V ′′+) →֒ Sp(V
′′
+),
SO(V ′−, q
′
−) →֒ SO(V
′
−,Q
′
−).
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Pour tout i ∈ I¯ \I, ces fle`ches de´terminent aussi les inclusions des composantes GLFij(nij) dans
G[s]ǫ[s] . De´composons Tˆ et s¯ selon la de´composition de R
Tˆ =
∏
i∈I¯ ,
j∈Ji
Tˆ ij × TˆU × Tˆ+ × Tˆ−;
s¯ = ((s¯ij)i,j , s¯
U , s¯+, s¯−).
Les inclusions pre´ce´dentes affirment que l’on peut supposer que, quitte a` changer la donne´e
endoscopique de Gη par un isomorphisme, on a
s¯U = s¯U0 , s¯
+ = s¯+0 , s¯
− = s¯−0 ,
s¯ij = s¯ij0 , si i ∈ I¯ \ I.
Ce sont exactement les composantes correspondantes de s¯0τ(t). Il reste donc a` conside´rer
les composantes dans Tˆ ij ou` i ∈ I. E´crivons τ(t) = ((τ(t)ij)i,j, 1, 1, 1) suivant la de´composition
ci-dessus de Tˆ .
Pour tout (i, j), GLFij (nij) se plonge dans un unique facteur dans la de´composition de
G[s]ǫ[s] selon i et la restriction de ǫ[s] sur GLFij (nij). Soit i ∈ I
′ , alors τ(t)ij = 1 pour tout
j ∈ Ji. Rappelons aussi la de´finition (7). Sur le facteur GLFij (nij), on a :
j ǫ ǫ[s] s¯ij0 inclusion s¯
ij
J+i 1 1 1 GLFij (nij) →֒ Sp(V
′
+) 1
J−i −1 −1 −1 GLFij (nij) →֒ SO(V
′
−,Q
′
−) −1
JUi 6= ±1 6= ±1 1 GLFij(nij) →֒ UK′/K′#(V
′
K, h
′
K) 1
Soit i ∈ I ′′, alors τ(t)ij = −1 pour tout j ∈ Ji. Sur le facteur GLFij(nij), on a :
j ǫ ǫ[s] s¯ij0 inclusion s¯
ij
J+i 1 −1 1 GLFij (nij) →֒ SO(V
′′
−,Q
′′
−) −1
J−i −1 1 −1 GLFij (nij) →֒ Sp(V
′′
+) 1
JUi 6= ±1 6= ∓1 1 GLFij(nij) →֒ UK′′/K′′#(V
′′
K , h
′′
K) −1
ou` la colonne s¯ij signifie un choix loisible des s¯ij ∈ Tˆ ij, ce que l’on fixe.
On voit ainsi qu’en tout cas, on a s¯ij0 τ(t)
ij = s¯ij.
On peut aussi regarder τ(t) comme un e´le´ment dans ZΓF
Rˆ
/ZΓF
Ĝη
. Ledit lemme permet d’ap-
pliquer la construction d’Arthur dans la situation
Gη
M !ǫ
endo.ell ______ R
?
OO
avec s¯ = s¯0τ(t) ∈ s¯0Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
Ĝη
. On construit ainsi une donne´e endoscopique non ramifie´e pour
Gη de´termine´e par le groupe endoscopique Gη[s¯], qui est e´ventuellement non elliptique.
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Lemme 6.3.2. La construction d’Arthur utilisant s¯ et la descente en (ǫ, η) fournissent la meˆme
donne´e endoscopique pour Gη : on a Gη[s¯] ≃ G[s]ǫ[s].
De´monstration. Les groupes en question sont des groupes endoscopiques non ramifie´s pour Gη,
un produit direct des groupes conside´re´s dans le §5.2 a` restriction des scalaires pre`s. De plus,
6.3.1 entraˆıne qu’ils sont associe´s au meˆme e´le´ment s¯ ∈ Tˆ . Or tous les deux contiennent le meˆme
Le´vi M !ǫ, donc sont isomorphes d’apre`s la remarque sur les noyaux anisotropes dans 5.2.2.
6.4 Une ge´ne´ralisation
On aura aussi besoin de conside´rer le cas ge´ne´ral s ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
. Montrons comment le
ramener au cas s ∈ EM !(G˜).
Rappelons que l’application γ 7→ γ[s] sur M !(F ) est de´finie dans le cas ge´ne´ral ou` G˜ est de
type me´taplectique et s = s0t ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
(voir 3.3.3). On de´finit ainsi les e´le´ments s¯, s¯0 ∈ Tˆ
en combinant les re´sultats dans le §6.2 et la descente des donne´es endoscopiques pour GL(·),
qui est simple.
On dispose encore de l’homomorphisme
τ : Z0
̂˜
M
/Z0̂˜
G
→ ZΓF
M̂η
/ZΓF
Ĝη
.
Ainsi, on formule les analogues de 6.3.1 et 6.3.2 dans ce cadre, avec les meˆmes notations. Le
bilan est que les assertions de 6.3.1 et 6.3.2 sont encore valables dans cette situation.
Proposition 6.4.1. Quitte a` changer s¯ par un isomorphisme de donne´es endoscopiques pour
Gη, on a s¯ = s¯0τ(t). De plus, la construction d’Arthur utilisant s¯ et la descente fournissent la
meˆme donne´e endoscopique pour Gη : on a Gη [s¯] ≃ G[s]ǫ[s].
De´monstration. Proce´dons pas a` pas. Il convient de remarquer que l’e´le´ment z[s] est de´fini dans
3.3.3 suivant le meˆme sche´ma.
1. Supposons G˜ de type me´taplectique et s ∈ EM !(G˜). Alors on se rame`ne au cas G˜ = S˜p(W ),
qui est de´ja` traite´, et au cas G˜ = GL(n)× 8, qui est simple.
2. Supposons G˜ = S˜p(W ) mais s ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
est quelconque. Alors 3.1.8 affirme qu’il existe
G1 ∈ L
G(M) tel que G[s] = G1[s] et s ∈ EM !(G˜1). On peut aussi supposer que η ∈ G1(F ).
L’e´tape pre´ce´dente est alors applicable a` G˜1.
Posons s¯ := s¯0τ(t). Apre`s descente en (ǫ, η), on s’est ramene´ a` la situation
G[s]ǫ[s] Gη
G1[s]ǫ[s]
∼ // G1,η[s¯]
endo.
s¯=s¯0τ(t)
______ G1,η
?
Le´vi
OO
M !ǫ
?
Le´vi
OO
endo.ell.
s¯0
_______ R
?
Le´vi
OO
. (10)
Montrons que
Z
Ĝη
(s¯) ⊂ Ĝ1,η. (11)
27
E´crivons
G = Sp(W ),
G1 =
∏
k∈I♮
GL(n♮k)× Sp(W
♮),
M =
∏
i∈I
GL(ni)× Sp(W
♭),
M ! =
∏
i∈I
GL(ni)× SO(2m
′ + 1)× SO(2m′′ + 1).
Posons 2n := dimF W , 2m
♮ := dimF W
♮ et 2m := dimF W
♭. Soient i ∈ I et k ∈ I♮,
e´crivons i 7→ k si GL(ni) →֒ GL(n
♮
k). Exprimons t selon la de´composition de
̂˜
G1 :
t = ((ak)k∈I♮ , t
♮
0) ∈
∏
k∈I♮
GL(n♮k,C)× Sp(2m
♮,C)
ou` ak ∈ C
× ⊂ GL(n♮k,C), ak 6= ±1 pour tout k ∈ I
♮ et ak 6= a
±1
k′ si k 6= k
′.
Rappelons que s¯ij0 ∈ {±1} pour tous i ∈ I, j ∈ Ji. Vu la description des commutants
des e´le´ments semi-simples dans les groupes classiques, il suffit de montrer que, pour tous
i, i′ ∈ I, j ∈ Ji, j
′ ∈ Ji′ tels que
– dans la de´composition de Gη selon les valeurs propres de η, GLFij(nij) et GLFi′j′ (ni′j′)
se plongent dans le meˆme facteur direct,
– i 7→ k, i′ 7→ k′,
on a s¯ij0 ak =
(
s¯i
′j′
0 ak′
)±1
si et seulement si k = k′.
En effet, GLFij (nij) et GLFi′j′ (ni′j′) se plongent dans le meˆme facteur seulement s’il existe
• ∈ {+,−, U} tel que j ∈ J•i et j
′ ∈ J•i′ . Cela entraˆıne que s¯
ij
0 = s¯
i′j′
0 d’apre`s (7). Donc
s¯ij0 ak =
(
s¯i
′j′
0 ak′
)±1
si et seulement si ak = a
±1
k′ , si et seulement si k = k
′. On en de´duit
(11).
Vu (10) et (11), le groupe endoscopique G[s]ǫ[s] = G1[s]ǫ[s] ≃ G1,η [s¯] pour Gη est associe´
a` s¯ = s¯0τ(t), d’ou` l’analogue de 6.3.1. Montrons que Gη[s¯] ≃ G[s]ǫ[s]. En effet, ces deux
groupes endoscopiques de Gη sont tous associe´s a` s¯ et ils partagent le Le´vi M !ǫ, donc sont
isomorphes (cf. la de´monstration de 6.3.2). D’ou` l’analogue de 6.3.2.
3. Le cas ge´ne´ral : supposons G˜ de type me´taplectique et s ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
quelconque. E´crivons
G˜ =
∏
k∈K GL(nk) × S˜p(W ) ou` (nk)k∈K ∈ Z
K
≥1. Pour achever la preuve, il suffit de
combiner l’e´tape pre´ce´dente pour S˜p(W ) avec la descente des donne´es endoscopiques pour
GL(nk) pour chaque k ∈ K.
7 Descente des inte´grales orbitales
7.1 Les fonctions combinatoires
Pour l’instant, soit G un F -groupe re´ductif connexe quelconque. Soit M un sous-groupe
de Le´vi. Fixons une forme quadratique de´finie positive WG(M)-invariante sur aM telle que
aM = a
G
M ⊕ aG est une de´composition orthogonale.
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Soit η ∈ M(F )ss. Posons G := Gη et M := Mη. Fixons un sous-groupe de Le´vi R de G qui
est inclus dans M . Il existe une inclusion aM →֒ aR induite par AM →֒ AR. On peut prolonger
la forme quadratique choisie sur aM en une forme quadratique de´finie positive sur aR, invariante
par WG(R), etc.
Notons aMR le comple´ment orthogonal de aM dans aR. Idem, on de´finit l’espace a
G
R. Tous ces
espaces he´ritent des formes quadratiques de´finies positives invariantes.
Soit L ∈ LG(R). On a une application line´aire canonique Σ : aMR ⊕ a
L
R → a
G
R ; ces espaces
sont munis de mesures de Haar graˆce aux formes quadratiques choisies pre´ce´demment. Suivant
Arthur, on de´finit
dGR(M,L) :=

la mesure sur aGR
Σ∗
(
la mesure sur aMR ⊕ a
L
R
) , si aMR ⊕ aLR = aGR,
0, sinon.
Remarquons que aMR ⊕a
L
R = a
G
R si et seulement si a
G
M ⊕a
G
L = a
G
R. En effet, il suffit de prendre
les comple´ments orthogonaux dans aGR.
7.2 Descente de l’inte´grale orbitale ponde´re´e endoscopique
Conservons les notations introduites dans le §6.
Proposition 7.2.1. Soit γ ∈M !G-reg(F ). Si γ n’est pas compact, alors r
G˜
M !,K
(γ) = 0.
De´monstration. La correspondance des classes de conjugaison pre´serve la compacite´, et une
classe de conjugaison dans G(F ) ne coupe pas K si elle n’est pas compacte. Donc l’assertion
de´coule de la de´finition de rG˜
M !,K
(γ).
Supposons maintenant γ ∈M !G-reg(F ) compact avec la de´composition de Jordan topologique
γ = exp(Y )ǫ, Y ∈ m!ǫ,reg(F ).
Comme γ 7→ rG˜
M !,K
(γ) est invariante par conjugaison ge´ome´trique, on peut supposer queM !ǫ
est quasi-de´ploye´ d’apre`s [9].
D’apre`s la correspondance des classes de conjugaison ge´ome´triques re´gulie`res dans l’endo-
scopie non standard §5.3 et la de´finition de M !ǫ dans 6.1.1, on de´duit une correspondance de
classes de conjugaison ge´ome´triques entre m!ǫ,reg(F ) et m
!
ǫ,reg(F ).
Proposition 7.2.2 (cf. [13] 5.4). Soit ǫ comme ci-dessus.
1. Si M !ǫ n’est pas non ramifie´, alors r
G˜
M !,K
(γ) = 0.
2. Si M !ǫ est non ramifie´, alors il existe η ∈ K
M qui lui correspond tel que l’on peut choisir
R ⊂Mη comme dans le §6.2 qui est non ramifie´ et
rG˜M !,K(γ) =
∑
L∈LGη (R)
dGR(M,L)r
L
M !ǫ
(Y¯ ),
ou` Y¯ ∈ m!ǫ,reg(F ) correspond a` Y .
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De´monstration. Supposons d’abord que M !ǫ n’est pas non ramifie´. Si pour chaque δ ∈ M(F )
correspondant a` γ, la classe OG(δ) ne coupe pas K, alors rG˜
M !,K
(γ) = 0 et l’assertion est ve´rifie´e
dans ce cas.
Supposons maintenant qu’il existe δ0 ∈ M(F ) correspondant a` γ tel que OG(δ0) ∩K 6= ∅.
Montrons que OM (δ0) ∩ K
M 6= ∅. Il existe g ∈ G(F ) tel que gδ0g
−1 ∈ K. Prenons P =
MU ∈ PG(M), la de´composition d’Iwasawa permet d’e´crire g = kum avec k ∈ K, u ∈ U(F ) et
m ∈ M(F ). Alors umδ0m
−1u−1 ∈ K. Il existe u′ ∈ U(F ) tel que umδ0m
−1u−1 = u′mδ0m
−1.
Comme M est en bonne position relativement a` K, on a u′ ∈ K et mδ0m
−1 ∈ KM .
On peut donc supposer que δ0 ∈ K
M . Notons δ0 = exp(X0)η la de´composition de Jordan
topologique, alors η ∈ K et Kη := Gη(F ) ∩ K est un sous-groupe hyperspe´cial de Gη d’apre`s
[13] 5.3. En particulier, Gη est non ramifie´. De´signons kη le sous-re´seau hyperspe´cial dans gη(F )
associe´ a` Kη. Idem, on obtient K
M
η ⊂Mη(F ), k
M
η ⊂ mη(F ) jouissant des meˆmes proprie´te´s.
Posons ΞMη [Y¯ ] l’ensemble des classes de conjugaison dans mη,reg(F ) qui correspondent a`
Y¯ ; posons ΞMη ,K
M
η [Y¯ ] son sous-ensemble des classes coupant KMη . Prenons un ensemble de
repre´sentants Ξ˙Mη,K
M
η [Y¯ ] dans mη(F ). Comme dans la de´monstration de [11] 5.23, l’ensemble
des classes de conjugaison dans M(F ) qui correspondent a` γ et coupent KM a pour ensemble
de repre´sentants {
exp(X)η : X ∈ Ξ˙Mη ,K
M
η [Y¯ ]
}
.
Rappelons que le Le´vi R ⊂Mη choisi dans le §6.2 n’est unique qu’a` conjugaison par Mη(F )
pre`s. Comme Kη ⊂ Gη(F ) est encore en bonne position relativement a` Mη, on peut prendre un
F -tore de´ploye´ maximal T0 de Gη tel que T0 ⊂Mη et Kη correspond a` un sommet hyperspe´cial
dans l’appartement associe´ a` T0 dans l’immeuble de Bruhat-Tits de Gη . Quitte a` conjuguer R
par Mη(F ), on peut supposer que T0 ⊂ R. Avec ce choix, K
R := K ∩R(F ) est un sous-groupe
hyperspe´cial de R(F ).
On de´finit l’ensemble ΞR[Y¯ ] en remplac¸ant Mη par R dans la de´finition ci-dessus. L’ap-
plication naturelle ΞR[Y¯ ] → ΞMη [Y¯ ] est bijective d’apre`s [13] (4). Prenons un ensemble de
repre´sentants Ξ˙R[Y¯ ] dans r(F ). Le bilan est
rG˜M !,K(exp(Y )ǫ) =
∑
X∈Ξ˙R[Y¯ ]
∆(exp(Y )ǫ, exp(X)η) rG˜
M˜,K
(exp(X)η),
ou` on regarde η comme un e´le´ment dans M˜ a` l’aide du scindage de p au-dessus de KM .
La descente de facteur de transfert [11] 7.23 affirme que
∆(exp(Y )ǫ, exp(X)η) = ∆
M !ǫ,R
(Y¯ ,X)
ou` le terme a` gauche signifie un facteur de transfert pour la donne´e endoscopique elliptique pour
R construite dans le §6.2, qui n’est pas force´ment non ramifie´e.
D’autre part, la descente d’inte´grales orbitales ponde´re´es non ramifie´es [13] 4.4 s’adapte au
cas me´taplectique (cf. la preuve de [11] 8.10). Cela affirme que
rG˜
M˜,K
(exp(X)η) =
∑
L∈LGη (R)
dGR(M,L)r
L
R,KL(X)
ou` KL := Kη ∩ L(F ), qui est hyperspe´cial dans L(F ). Donc
rG˜M !,K(γ) =
∑
L∈LGη (R)
dGR(M,L)
 ∑
X∈Ξ˙R[Y¯ ]
∆
M !ǫ,R
(Y¯ ,X)rLR,KL(Y¯ )
 . (12)
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Si M !ǫ n’est pas non ramifie´, M
!
ǫ ne l’est pas non plus, et le terme dans la parenthe`se est
nul d’apre`s une variante d’un re´sultat de Kottwitz (voir [13] pp.154-155). Alors l’assertion est
ve´rifie´e dans ce cas-la`.
Il reste a` traiter le cas M !ǫ non ramifie´. Fixons un sous-groupe hyperspe´cial K
! de M !. Dans
ce cas-la`, quitte a` remplacer γ par un conjugue´ ge´ome´trique, on peut supposer de plus que
ǫ ∈ K ! d’apre`s [12] 5.3 et [9]. Vu [11] 8.9, il existe toujours δ ∈ M(F ) qui correspond a` γ avec
la de´composition de Jordan δ = exp(X)η tel que η ∈ KM . Donc la formule (12) est valable.
L’hypothe`se (B) du §6 est valable et la donne´e endoscopique elliptique (M !ǫ, . . .) pour R est donc
non ramifie´e. Le facteur de transfert descendu ∆
M !ǫ,R
est normalise´ par rapport a` KR, toujours
d’apre`s [11] 7.23. D’ou`∑
X∈Ξ˙R[Y¯ ]
∆
M !ǫ,R
(Y¯ ,X)rLR,KL(Y¯ ) = r
L
M !ǫ,K
L
(Y¯ ), L ∈ LGη(R).
L’assertion en re´sulte en le mettant dans (12).
Supposons que M !ǫ est non ramifie´ et η ∈ K
M est l’e´le´ment fourni par 7.2.2 tel que η
correspond a` ǫ et Mη est non ramifie´. Avec ce choix de (ǫ, η), posons
Einst := {(L, s¯) : L ∈ LGη(R), dGR(M,L) 6= 0, s¯ ∈ EM !ǫ
(L)}. (13)
Corollaire 7.2.3. Avec les hypothe`ses pre´ce´dentes, on a
rG˜M !,K(γ) =
∑
(L,s¯)∈Einst
dGR(M,L)iM !ǫ
(L,L[s¯])s
L[s¯]
M !ǫ
(Y¯ )
ou` Y¯ ∈ m!ǫ,reg(F ) correspond a` Y .
De´monstration. Cela re´sulte aussitoˆt de 7.2.2 et du lemme fondamental ponde´re´ sur les alge`bres
de Lie 5.1.1.
7.3 Descente des fonctions stabilise´es
Cette sous-section est paralle`le a` la pre´ce´dente. Nous ne re´pe´tons plus les notations et
hypothe`ses.
Lemme 7.3.1. Si γ ∈M !G−reg(F ) n’est pas compact, alors∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s]) · s
G[s]
M !
(γ[s]) = 0.
De´monstration. En fait, s
G[s]
M !
(γ[s]) = 0 pour tout s car γ[s] n’est pas compact : cela est prouve´
dans [13] 6.1.
Supposons de´sormais que γ = exp(Y )ǫ est compact. Comme remarque´ plus haut, on peut
supposerM !ǫ quasi-de´ploye´. Soit s ∈ EM !(G˜), alors γ[s] = exp(Y )ǫ[s] est encore une de´composition
de Jordan topologique.
Pour tout Lǫ ∈ LG[s]ǫ[s](M !ǫ), suppose´ muni d’une donne´e de L-groupe , posons
e
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) :=
[Z
ΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF
Ĝ[s]
]−1d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ), si d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) 6= 0,
0, sinon.
Posons
Est := {(Lǫ, s) : s ∈ EM !(G˜), L
ǫ ∈ LG[s]ǫ[s](M !ǫ), d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) 6= 0}. (14)
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Proposition 7.3.2. Conservons les hypothe`ses pre´ce´dentes.
1. Si M !ǫ n’est pas non ramifie´, alors∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s]) · s
G[s]
M !
(γ[s]) = 0.
2. Si M !ǫ est non ramifie´, alors∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s]) · s
G[s]
M !
(γ[s]) =
∑
(Lǫ,s)∈Est
iM !(G˜,G[s])e
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) · sL
ǫ
M !ǫ
(Y ).
De´monstration. Il suffit d’appliquer [13] 6.4 aux groupes M ! →֒ G[s], a` l’e´le´ment exp(Y )ǫ[s],
pour tout s, et noter que M !ǫ =M
!
ǫ[s].
7.4 Un ensemble d’indices
Plac¸ons-nous sous l’hypothe`se (B) du §6 pour η et ǫ. Soit s = s0t ∈ s0Z
0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
. Prenons
s¯ = s¯0τ(t) comme dans 6.4.1. Soit L ∈ L
Gη(R). Par abus de notation, on de´signe l’image de s¯
dans s¯0Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
L¯
par le meˆme symbole s¯.
Soit L ∈ LGη(R), la construction d’Arthur donne un groupe endoscopique L[s¯] de L ; si
L = R alors L[s¯] = M !ǫ. Supposons fixe´ un plongement M
!
ǫ →֒ Gη [s¯], alors la construction
d’Arthur est compatible aux sous-groupes de Le´vi au sens que l’on peut regarder L 7→ L[s¯]
comme une application LGη(R) → LGη[s¯](M !ǫ) : le dual de L[s¯] s’identifie au commutant dans
Ĝη[s¯] de l’image de Z
ΓF ,0
Lˆ
dans ZΓF ,0
̂
M !ǫ
. D’apre`s 6.4.1, on obtient
LGη(R)→ LG[s]ǫ[s](M !ǫ).
Cette application admet une section canonique, donc est surjective : soit Lǫ ∈ LG[s]ǫ[s](M !ǫ),
on de´finit L ∈ LGη(R) tel que Lˆ est le commutant dans Ĝη de l’image de Z
ΓF ,0
̂Lǫ
dans ZΓF ,0
Rˆ
(cf.
[13] (7)). Par construction, Lǫ est un groupe endoscopique elliptique de L, d’ou` aL = aLǫ pour
cette section Lǫ 7→ L.
Signalons que G[s]ǫ[s] est un groupe du type obtenu par la construction 6.1.1. Idem pour ses
sous-groupes de Le´vi. En inversant cette construction-la`, on a une bijection canonique
LG[s]ǫ[s](M !ǫ)
∼
→ LG[s]ǫ[s](M !ǫ).
Le compose´ est note´
LGη(R) // LG[s]ǫ[s](M !ǫ)
∼ // LG[s]ǫ[s](M !ǫ)
L
 // L[s¯]  // Lǫ.
(15)
qui admet la section Lǫ 7→ Lǫ 7→ L de´crite pre´ce´demment.
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On a le diagramme suivant, dont toute fle`che est injective et ΓF -e´quivariante.
Z0
̂˜
G
~~||
||
|

//Z
Ĝ[s]

{{ww
ww
w
Z0
̂˜
M

//Z
M̂ !

Z
Ĝη
//
~~}}
}}
}
Z
Ĝ[s]ǫ[s]
//
{{xxx
xx
Z
Ĝ[s]ǫ[s]
{{xx
xx
x
Z
M̂η
//

Ẑ
M !ǫ
//Z
M̂ !ǫ
ZRˆ
//Ẑ
M !ǫ
(16)
Montrons qu’il est commutatif. En effet, la commutativite´ est claire sauf pour les deux
grandes faces. Pour prouver que Z0
̂˜
M
→ Z
M̂η
→ Ẑ
M !ǫ
→ Z
M̂ !ǫ
co¨ıncide avec Z0
̂˜
M
→ Z
M̂ !
→ Z
M̂ !ǫ
,
il suffit de noter que le facteur Sp(2m) de M ne contribue pas a` Z0
̂˜
M
; donc on se rame`ne au cas
M =
∏
i∈I GL(ni), pour lequel l’assertion devient e´vidente. Idem pour la grande face contenant
Z0
̂˜
G
. De´sormais, regardons tous ces centres comme des sous-groupes de Ẑ
M !ǫ
.
On a un diagramme commutatif similaire
aG
||yyy
yy

//aG[s]

yyttt
tt
aM

∼ //aM !

aGη //
~~||
||
|
a
G[s]ǫ[s]
∼ //
{{www
ww
aG[s]ǫ[s]
{{ww
ww
w
aMη //

a
M !ǫ
∼ //aM !ǫ
aR
∼ //a
M !ǫ
(17)
Rappelons qu’une forme quadratique de´finie positive WG(M)-invariante sur aM est fixe´e
au de´but ; on la transfe`re vers aM ! , puis on le prolonge en une forme sur aM !ǫ ve´rifiant des
proprie´te´s similaires. Ainsi, on peut supposer que les formes quadratiques sur chaque espace ci-
dessus s’obtiennent par ces fle`ches. De´sormais, regardons tous ces espaces comme sous-espaces
de aM !ǫ .
Pour tout L ∈ LGη(R), de´signons par τL le compose´
τL : Z
0
̂˜
M
/Z0̂˜
G
τ
−→ ZΓF
M̂η
/ZΓF
Ĝη
−→ ZΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
. (18)
Posons E♮ l’ensemble des paires (t, L) ∈
(
Z0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
)
× LGη(R) ve´rifiant les conditions sui-
vantes :
(E1) s := s0t ∈ EM !(G˜) ;
(E2) s¯ := s¯0τL(t) ∈ EM !ǫ
(L) ;
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(E3) dGR(M,L) 6= 0 ;
(E4) d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) 6= 0.
Avec ces notations, on de´finit deux applications
est :E♮ −→ Est,
(t, L) 7−→ (Lǫ, s);
einst :E♮ −→ Einst,
(t, L) 7−→ (L, s¯).
Lemme 7.4.1. L’application est est bijective.
De´monstration. Soit (Lǫ, s) dans l’image de est. Par (E2), on a aL = aL[s¯] = aLǫ , ce qui de´termine
le sous-espace aL, donc de´termine L ∈ L
Gη(R). D’autre part, l’e´galite´ s = s0t de´termine t. D’ou`
l’injectivite´.
Soit (Lǫ, s) ∈ Est. Notons t l’e´le´ment tel que s = s0t et L l’image de L
ǫ par la section de la
suite (15) associe´e a` s. Montrons que (t, L) ∈ E♮. En effet, la de´finition de Est entraˆıne que
s ∈ EM !(G˜),
aM
!
M !ǫ
⊕ aL
ǫ
M !ǫ
= a
G[s]
M !ǫ
.
qui ne sont que (E1) et (E4), respectivement.
Comme aL = aLǫ pour la section L
ǫ 7→ L de (15), on voit que (E2) est ve´rifie´. Enfin, (17)
donne un diagramme commutatif
aGM

+ aGL

//aGR

a
G[s]
M !
+ a
G[s]
Lǫ
//a
G[s]
M !ǫ
.
Les fle`ches verticales sont des isomorphismes par ellipticite´. (E4) e´quivaut a` ce que la somme
de la ligne infe´rieure est directe et la fle`che horizontale infe´rieure est un isomorphisme, donc il
en est de meˆme pour la ligne supe´rieure, ce qui e´quivaut a` (E3). D’ou` la surjectivite´ de est.
Lemme 7.4.2. L’application einst est surjective, chaque fibre a [ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0
̂˜
G
] e´le´ments.
De´monstration. Soit (L, s¯) ∈ Einst. On a s¯ ∈ s¯0Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
car ZΓF
M̂η
⊂ ZΓF
Rˆ
. On a un homomor-
phisme canonique
τ0L : Z
0
̂˜
M
/Z0̂˜
G
→ ZΓF ,0
Rˆ
/ZΓF ,0
Lˆ
.
Comme aMR ⊕ a
L
R = a
G
R, ou ce qui revient au meˆme, a
G
M ⊕ a
G
L = a
G
R, on de´duit par dualite´
que ZΓF ,0
Rˆ
= Z0
̂˜
M
ZΓF ,0
Lˆ
, d’ou` la surjectivite´ de τ0L. Signalons aussi que τL est le compose´ de τ
0
L
et ZΓF ,0
Rˆ
/ZΓF ,0
Lˆ
→ ZΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
.
D’apre`s [4] Lemma 1.1, l’homomorphisme ZΓF ,0
Rˆ
/ZΓF ,0
Lˆ
→ ZΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
est surjectif. E´crivons
s¯ = s¯0t¯ ou` t¯ ∈ Z
ΓF
Rˆ
/ZΓF
Lˆ
, alors il existe t ∈ Z0
̂˜
M
/Z0
̂˜
G
tel que t¯ = τL(t). Le nombre de choix de t
est e´gal a` |Ker (τL)| = [Z
ΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0
̂˜
G
]. Il reste a` montrer que (t, L) ∈ E♮.
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Comme (L, s¯) ∈ Einst, les conditions (E2) et (E3) sont automatiquement satisfaites. Posons
s = s0t. Cet e´le´ment de´finit une donne´e endoscopique pour G˜, e´ventuellement non elliptique.
Contemplons le diagramme (17). Montrons que
aGG[s] ⊂ a
G
M ∩ a
G
L . (19)
Pour prouver aGG[s] ⊂ a
G
M , on utilise aG[s] ⊂ aM ! = aM . Pour prouver a
G
G[s] ⊂ a
G
L , rappelons
que aL = aL[s¯] par (E2) ; or L[s¯] est un Le´vi de G[s]ǫ[s] et aG[s]ǫ[s]
= aG[s]ǫ[s] ⊃ aG[s], d’ou`
l’inclusion cherche´e.
On a aussi aGG[s] ⊂ a
G
R. Vu (E3), on de´duit a
G
G[s] = {0} de (19), donc (E1) est ve´rifie´. En
utilisant l’argument dans la dernie`re e´tape de la preuve de 7.4.1, on en de´duit (E4).
8 Comparaison des coefficients
8.1 Re´duction
Soit γ ∈M !G−reg(F ).
Lemme 8.1.1. On a rG˜
M !,K
(γ) =
∑
s∈E
M!
(G˜) iM !(G˜,G[s])s
G[s]
M !
(γ[s]) = 0 sauf si, a` conjugaison
ge´ome´trique pre`s, γ ve´rifie les conditions suivantes :
– γ est compact avec la de´composition de Jordan topologique γ = exp(Y )ǫ,
– M !ǫ est non ramifie´.
En particulier, 4.2.1 est ve´rifie´ si γ ne ve´rifie pas les conditions ci-dessus.
De´monstration. Cela re´sulte de 7.2.1, 7.3.1, 7.2.2 et 7.3.2.
De´sormais, supposons que γ est compact avec la de´composition de Jordan topologique γ =
exp(Y )ǫ telle que M !ǫ est non ramifie´. D’apre`s 7.2.2, on peut choisir η ∈ K
M correspondant a`
ǫ tel que Mη est non ramifie´. On s’est ainsi ramene´ a` la situation dans le §7.4. Conservons le
formalisme-la` et posons, pour (t, L) ∈ E♮,
(L, s¯) := einst(t, L),
(Lǫ, s) := est(t, L),
cinst(t, L) := dGR(M,L)iM !ǫ
(L,L[s¯])[ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0̂˜
G
]−1,
cst(t, L) := e
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ)iM !(G˜,G[s])
= d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ)[ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF
Ĝ[s]
]−1iM !(G˜,G[s]).
Indiquons que les intersections des groupes complexes sont prises a` l’aide du diagramme (16).
Lemme 8.1.2. Supposons ve´rifie´ le lemme fondamental ponde´re´ non standard 5.3.1. Soit γ =
exp(Y )ǫ et η comme ci-dessus, ou` Y ∈ m!ǫ(F ). Alors
rG˜M !,K(γ) =
∑
(t,L)∈E♮
cinst(t, L)c
L[s¯],Lǫ
M !ǫ ,M
!
ǫ
sL
ǫ
M !ǫ
(Y ),
∑
s∈E
M!
(G˜)
iM !(G˜,G[s])s
G[s]
M !
(γ[s]) =
∑
(t,L)∈E♮
cst(t, L) sL
ǫ
M !ǫ
(Y ).
Ici nous utilisons la convention (6) pour le coefficient c
L[s¯],Lǫ
M !ǫ,M
!
ǫ
, qui sera justifie´e dans la preuve.
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De´monstration. On combine 7.2.2, 7.3.2, 7.4.1, 7.4.2 et le fait, note´ dans [11] §8, que L[s¯]SC et
LǫSC font partie d’un triplet non standard. Ce triplet est un produit direct de triplets tautolo-
giques (avec j∗ = id) ou des triplets de type (Sp(2a),Spin(2a + 1), j∗), ou` j∗ est choisi comme
dans le §5.3, par lequel (M !ǫ)sc correspond a` (M
!
ǫ)sc.
De plus, l’application a
L[s¯]
M !ǫ
∼
→ aL
ǫ
M !ǫ
induit par j∗ co¨ıncide avec celle obtenue par (17) (ou
plutoˆt (23)). En effet, il suffit de comparer 5.3.4 et 6.1.1. Cela permet de conclure en appliquant
le lemme fondamental ponde´re´ non standard 5.3.2.
Lemme 8.1.3. Pour tout (t, L) ∈ E♮, on a l’e´galite´
cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
].
On de´montrera ce re´sultat combinatoire dans le §8.2. En admettant 8.1.3 pour l’instant,
montrons notre the´ore`me principal.
De´monstration de 4.2.1. D’apre`s 8.1.1 et 8.1.2, il suffit de fixer (ǫ, η) comme ce que l’on a fait
dans cette section, et prouver que
cinst(t, L)−1cst(t, L) = c
L[s¯],Lǫ
M !ǫ,M
!
ǫ
(20)
pour tout (t, L) ∈ E♮. D’apre`s 8.1.3,
cinst(t, L)−1cst(t, L) = [ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
]−1.
Rappelons que L[s¯] ∈ LG[s]ǫ[s](M !ǫ) s’e´crit sous la forme
L[s¯] L0 × Sp(2a) × Sp(2b)
M !ǫ
?
Le´vi
OO
M0
?
OO
×
∏
GL(·)× Sp(2a♭)
?
OO
×
∏
GL(·)× Sp(2b♭)
?
Le´vi
OO
ou` a, b, a♭, b♭ ∈ Z≥0, et L0, M0 n’ont aucun facteur direct de type SO impair de´ploye´, cf. la
description de M !ǫ. Selon la de´finition 6.1.1, on en de´duit
Lǫ L0 × SO(2a+ 1) × SO(2b+ 1)
M !ǫ
?
Le´vi
OO
M0
?
OO
×
∏
GL(·)× SO(2a♭ + 1)
?
OO
×
∏
GL(·)× SO(2b♭ + 1).
?
Le´vi
OO
D’ou`
[ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
]−1 =
=
∣∣∣ZSp(2a,C) ∩ (∏ZGL(·,C) × {1})∣∣∣−1 · ∣∣∣ZSp(2b,C) ∩ (∏ZGL(·,C) × {1})∣∣∣−1 .
Ces expressions s’e´valuent sans difficulte´ :
∣∣∣ZSp(2a,C) ∩ (∏ZGL(·,C) × {1})∣∣∣−1 =
{
1
2 , si a > 0, a
♭ = 0,
1, sinon.
(21)
36
Idem pour b, b♭ au lieu de a, a♭. D’autre part, c
L[s¯],Lǫ
M !ǫ,M
!
ǫ
est e´gal au produit cGa,Ga
Ma,Ma
· cGb,Gb
Mb,Mb
, ou`
Ga = SO(2a+1), Ma =
∏
GL(·)× SO(2a♭+1) ⊂ Ga, et Ga, Ma sont de´finies selon 6.1.1. Idem
pour b, b♭ au lieu de a, a♭. Vu 5.3.3, cGa,Ga
Ma,Ma
admet la meˆme description ci-dessus que (21), et
idem pour cGb,Gb
Mb,Mb
. On conclut que
[ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
]−1 = c
L[s¯],Lǫ
M !ǫ,M
!
ǫ
,
ce qui fallait de´montrer.
8.2 Yoga de centres
Nous nous proposons d’e´tablir 8.1.3. Fixons (t, L) ∈ E♮ et conservons les notations pre´ce´dentes.
On a les variantes suivantes des diagrammes (16), (17) :
Z0
̂˜
G
  


//Z
Ĝ[s]

}}{{
{{
{
Z0
̂˜
M

//Z
M̂ !

ZL̂
//
 


Z
L̂[s¯]
//
}}zz
zz
Z
L̂ǫ
}}zz
zz
z
ZR̂
//Ẑ
M !ǫ
//Z
M̂ !ǫ
(22)
dont toute fle`che est injective et ΓF -e´quivariante, et
aG
~~}}
}}

//aG[s]

{{xx
xx
aM

//aM !

aL //
 


aL[s] //
||zz
zz
aLǫ
||yyy
yy
aR //aM !ǫ
//aM !ǫ
(23)
dont toute fle`che est injective et toute fle`che horizontale est un isomorphisme, car les donne´es
endoscopiques en vue sont toutes elliptiques.
Lemme 8.2.1. On a l’e´galite´
dGR(M,L) = d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ).
De´monstration. Contemplons (23). La de´finition de E♮ fournit le diagramme commutatif
aGM ⊕ a
G
L
∼ //aGR
a
G[s]
M !
⊕ a
G[s]
Lǫ
∼ //a
G[s]
M !ǫ
.
Les e´galite´s verticales pre´servent les formes quadratiques choisies (rappelons (17) et la remarque
qui le suit). Les facteurs d∗∗(·, ·) sont les rapports des mesures relativement aux fle`ches horizon-
tales, donc sont e´gaux.
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Les preuves suivantes reposeront sur (22) et deux faits.
1. Soient H un F -groupe re´ductif connexe et S un sous-groupe de Le´vi de H. Supposons
qu’ils sont munis de donne´es de L-groupes compatibles. Alors
ZΓF
Sˆ
= ZΓF
Hˆ
ZΓF ,0
Sˆ
.
2. Soient a,A,B des sous-groupes dans un groupe commutatif tels que a ⊂ A. Alors
A ∩ (Ba) = (A ∩B)a.
Le premier est [4] Lemma 1.1 et le deuxie`me est e´le´mentaire.
Lemme 8.2.2. On a l’e´galite´
cinst(t, L)
dGR(M,L)
= [ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !
: Z0̂˜
G
]−1.
De´monstration. Notons c1 le terme a` gauche dans l’assertion. En de´roulant les de´finitions, on
voit que
c1 = [Z
ΓF
̂
M !ǫ
: ZΓF
Rˆ
][ZΓF
L̂[s¯]
: ZΓF
Lˆ
]−1[ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0̂˜
G
]−1.
Comme ZΓF
̂
M !ǫ
= ZΓF
L̂[s¯]
ZΓF ,0
̂
M !ǫ
et ZΓF ,0
̂
M !ǫ
= ZΓF ,0
Rˆ
, on a la suite exacte
1→
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF
Rˆ
ZΓF
Lˆ
→
ZΓF
L̂[s¯]
ZΓF
Lˆ
→
ZΓF
̂
M !ǫ
ZΓF
Rˆ
→ 1.
Donc
c1 = [Z
ΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF
Rˆ
: ZΓF
Lˆ
]−1[ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0̂˜
G
]−1.
On a aussi
ZΓF
Rˆ
= ZΓF
Lˆ
ZΓF ,0
Rˆ
,
ZΓF ,0
Rˆ
= ZΓF ,0
Lˆ
Z0
̂˜
M
ou` la dernie`re e´galite´ de´coule de l’hypothe`se dGR(M,L) 6= 0 et dualite´. D’ou` Z
ΓF
Rˆ
= ZΓF
Lˆ
Z0
̂˜
M
,
donc
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF
Rˆ
= ZΓF
L̂[s¯]
∩
(
Z0
̂˜
M
ZΓF
Lˆ
)
= (ZΓF
L̂[s¯]
∩ Z0
̂˜
M
)ZΓF
Lˆ
car ZΓF
Lˆ
⊂ ZΓF
L̂[s¯]
. On en de´duit
ZΓF
L̂[s¯]
∩ Z0
̂˜
M
ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
∼
→
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF
Rˆ
ZΓF
Lˆ
.
Donc
c1 = [Z
ΓF
L̂[s¯]
∩ Z0
̂˜
M
: ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
]−1[ZΓF
Lˆ
∩ Z0
̂˜
M
: Z0̂˜
G
]−1
= [ZΓF
L̂[s¯]
∩ Z0
̂˜
M
: Z0̂˜
G
]−1.
Il reste a` observer que Z0
̂˜
M
= ZΓF ,0
M̂ !
.
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Lemme 8.2.3. On a l’e´galite´
cst(t, L)
d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ)
= [ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
: Z0̂˜
G
]−1
De´monstration. Notons c2 le terme a` gauche dans l’assertion. De´roulons les de´finitions : c2 est
e´gal a`
[ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF
Ĝ[s]
]−1[ZΓF
M̂ !
: Z0
̂˜
M
][ZΓF
Ĝ[s]
: Z0̂˜
G
]−1 = [ZΓF
M̂ !
: Z0
̂˜
M
][ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: Z0̂˜
G
]−1.
On a ZΓF ,0
M̂ !
= Z0
̂˜
M
, donc
c2 = [Z
ΓF
M̂ !
: ZΓF ,0
M̂ !
][ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: Z0̂˜
G
]−1
= [ZΓF
M̂ !
: ZΓF ,0
M̂ !
][ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF ,0
M̂ !
∩ ZΓF ,0
L̂ǫ
]−1
· [ZΓF ,0
M̂ !
∩ ZΓF ,0
L̂ǫ
: Z0̂˜
G
]−1.
Montrons que
[ZΓF
M̂ !
: ZΓF ,0
M̂ !
][ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF ,0
M̂ !
∩ ZΓF ,0
L̂ǫ
]−1 = [ZΓF ,0
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
: ZΓF ,0
M̂ !
∩ ZΓF ,0
L̂ǫ
]−1. (24)
On a
ZΓF
M̂ !ǫ
= ZΓF
L̂ǫ
ZΓF ,0
M̂ !ǫ
,
ZΓF ,0
M̂ !ǫ
= ZΓF ,0
M̂ !
ZΓF ,0
L̂ǫ
ou` la dernie`re e´galite´ re´sulte de l’hypothe`se d
G[s]
M !ǫ
(M,Lǫ) 6= 0. Par conse´quent ZΓF
M̂ !ǫ
= ZΓF
L̂ǫ
ZΓF ,0
M̂ !
,
donc
ZΓF
M̂ !
= ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
M̂ !ǫ
= ZΓF
M̂ !
∩
(
ZΓF
L̂ǫ
ZΓF ,0
M̂ !
)
=
(
ZΓF
M̂ !
∩ ZΓF
L̂ǫ
)
ZΓF ,0
M̂ !
.
D’ou` la suite exacte
1→
ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
ZΓF ,0
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
→
ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF
M̂ !
ZΓF ,0
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
→
ZΓF
M̂ !
ZΓF ,0
M̂ !
→ 1.
On de´duit (24) de cette suite. En mettant (24) dans la dernie`re expression de c2, on obtient
l’e´galite´ cherche´e.
De´monstration de 8.1.3. Vu 8.2.1, 8.2.2 et 8.2.3, on a
cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !
].
Posons
A := ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
,
B := ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !
,
C := ZΓF ,0
L̂[s¯]
= ZΓF ,0
L̂ǫ
.
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Rappelons que d
G[s]
M !ǫ
(M !, Lǫ) entraˆıne que ZΓF ,0
M˜ !ǫ
= ZΓF ,0
M̂ !
C. On a donc
ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
= ZΓF
L̂ǫ
∩
(
ZΓF ,0
M̂ !
C
)
=
(
ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
)
C = AC,
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
= ZΓF
L̂[s¯]
∩
(
ZΓF ,0
M̂ !
C
)
=
(
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !
)
C = BC.
D’apre`s ce qui pre´ce`de et l’inclusion ZΓF
L̂[s¯]
→֒ ZΓF
L̂ǫ
,
A ∩BC =
(
ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !
)
∩
(
ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
)
= ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !
= B.
Donc A/B ≃ AC/BC. Il en re´sulte que
cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [A : B] = [AC : BC] = [ZΓF
L̂ǫ
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
: ZΓF
L̂[s¯]
∩ ZΓF ,0
M̂ !ǫ
],
ce qu’il fallait de´montrer.
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